
Êëàñè÷åñêà ìåõàíèêà - õàðìîíè÷åí îñöèëàòîð

Èâî Èëèåâ

1 Ïîñòàíîâêà

Íåêà ðàçãëåäàìå ñèñòåìà â êîÿòî òÿëî (ìàòåðèàëíà òî÷êà) å çàêà÷åíî çà íåïîäâèæíà

ñòåíà ïîñðåäñòâîì ïðóæèíà. Íåêà y = 0 äà áúäå ðàâíîâåñíîòî ïîëîæåíèå íà òÿëîòî.

Òîãàâà y(t) ùå å ôóíêöèÿ íà èçìåñòâàíåòî îò ðàâíîâåñòíîòî ïîëîæåíèå íà òÿëîòî ñ

âðåìåòî. Íåêà ïðåäïîëîæèì ÷å â íà÷àëíèÿ ìîìåíò t = 0:

y(0) = y0 &
dy(0)

dt
= v0 (1.1)

Çíàåì âòîðèÿ çàêîí íà Íþòîí, êîéòî çà íàøèÿ åäíîìåðåí ñëó÷àé èìà âèäà:

Fnet = mÿ (1.2)

Íåêà ñåãà âèäèì êàêâè ñà îäåëíèòå ñèëè êîèòî äåéñòâàò íà òîâà òÿëî. Îò åäíà ñòðàíà

èìàìå åëàñòè÷íà ñèëà, êîÿòî ñå äàâà îò çàêîíà íà Õóê:

FH = −ky (1.3)

êúäåòî k å íÿêàêâà êîíñòàíòà õàðàêòåðèçèðàùà ïðóæèíàòà.

Äîïúëíèòåëíî, èìàìå ñèëà íà òðèåíå, êîÿòî ñå ïðîòèâîïîñòàâÿ íà äâèæåíèåòî:

Ff = −cẏ. (1.4)

Ùå ïðåäïîëàãàìå ÷å òðèåíåòî å ïðîïîðöèîíàëíî íà ñêîðîñòòà. Òóê c îòíîâî å êîíñ-

òàíòà, õàðàêòåðèçèðàùà òÿëîòî è ïîâúðõíîñòòà ïî êîÿòî ñå äâèæè.

Àêî ïðåäïîëîæèì ÷å íà òÿëîòî íå äåéñòâàò äðóãè ñèëè, èìàìå íåùî êîåòî ñe

íàðè÷à õàðìîíè÷åí îñöèëàòîð - ñèñòåìà êîÿòî èçâúðøâà äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåòî

íà åëàñòè÷íà ñèëà è òðèåíå:

Fnet = FH + Ff (1.5)

èëè

mÿ(t) = −ky(t)− cẏ(t) (1.6)

Àêî ïðèåìåì ÷å â íàøàòà ñèñòåìà íÿìà òðèåíå, òîåñò c = 0, ñèñòåìàòà ñå ñâåæäà

äî ñèñòåìà áåç äèñèïàöèè, íàðè÷àíà îùå ïðîñò õàðìîíè÷åí îñöèëàòîð, çàäàäåíà îò

ñëåäíîòî îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä:

mÿ(t) + ky(t) = 0 (1.7)
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2 Ïðîñò õàðìîíè÷åí îñöèëàòoð

Íåêà ïúðâî ðåøèì çàäà÷àòà êîãàòî â ñèñòåìàòà íÿìà òðèåíå. Ïúðâî, óäîáíî å äà

âúâåäåì íîâà êîíñòàíòà κ = k
m
. Òîãàâà (1.7) ïðèäîáèâà âèäà:

ÿ(t) = −κy(t) (2.1)

Ïîíå äâå ôóíêöèè ðåøàâàò òîâà óðàâíåíèå:

y(t) = sin(
√
κt) y(t) = cos(

√
κt) (2.2)

Îò êóðñà ïî äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ çíàåòå, ÷å îáùîòî ðåøåíèå íà òàêàâà çàäà÷à

ñå äàâà êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ òåçè ðåøåíèÿ:

y(t) = A cos(ω0t) +B sin(ω0t) (2.3)

êúäåòî ω0 =
√
κ. Ñåãà òðÿáâà äà íàëîæèì íà÷àëíèòå óñëîâèÿ, çà äà íàìåðèì êîíñ-

òàíòèòå A è B:

y(0) = y0 = A cos(ω0.0) +B sin(ω0.0) = A (2.4)

dy(0)

dt
= v0 = −Aω0 sin(ω0.0) +Bω0 cos(ω0.0) = Bω0 (2.5)

òîåñò

A = y0 B =
v0
ω0

(2.6)

ñ êîåòî ðåøåíèåòî äîáèâà âèäà:

y(t) = y0 cos(ω0t) +
v0
ω0

sin(ω0t) (2.7)

Ïîíÿêîãà å ïî-óäîáíî äà ðàáîòèì ñàìî ñ åäíà òðèãîíîìåòðè÷íà ôóíêöèÿ, íàïðèìåð

ñèíóñ. Çíàåì ÷å:

sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) (2.8)

Òîãàâà çà íÿêàêâà êîíñòàíòà C,

C sin(ω0t+ φ) = C (sin(ω0t) cos(φ) + cos(ω0t) sin(φ)) (2.9)

⇒

{
C cosφ = v0

ω0

C sinφ = y0
(2.10)

ðåøàâàéêè ñèñòåìàòà ïîëó÷âàìå:

C2 =

(
v0
ω0

)2

+ y20 (2.11)

φ = arctg

(
ω0y0
v0

)
(2.12)

Èëè íàøàòà ñèñòåìà ìîæå äà áúäå çàïèñàíà ñ òåçè êîíñòàíòè

y(t) = C sin (ω0t+ φ) (2.13)
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Ôèãóðà 1: Ãðàôèêà íà ïðîñò õàðìîíè÷åí îñöèëàòîð ñ C = 3, ω0 = 1, φ = 0.

Àëòåðíàòèâíî, çàäà÷àòà ìîæå äà áúäå ðåøåíà ÷ðåç ìåòîäà íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî

óðàâíåíèå. Îòíîâî, ω0 =
√

k
m
:

ÿ(t) + ω2
0y(t) = 0 (2.14)

Ïðåäïîëàãàìå ÷å ðåøåíèåòî å åêñïîíåíòà y(t) = ert.

ẏ(t) = rert, ÿ(t) = r2ert (2.15)

Âðúùàéêè òåçè ïðîáíè ðåøåíèÿ â óðàâíåíèåòî çà îñöèëàòîðà ïîëó÷àâàìå:

r2ert + ω2
0e
rt = 0 (2.16)

Çà äà èìàìå ðåøåíèå, òðÿáâà äà å âÿðíî ÷å

r2 = −ω2
0 ⇒ r = ±iω0 (2.17)

Òîåñò, ïîëó÷àâàìå äâå ðåøåíèÿ

y(t) = eiω0 & y(t) = e−iω0 (2.18)

Oòíîâî âñÿêà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò ðåøåíèÿ ñúùî å ðåøåíèå, êîåòî äàâà îáùîòî

ðåøåíèå:

y(t) = A∗eiω0t +B∗e−iω0t (2.19)

Ïðèëàãàéêè òúæäåñòâîòî íà Îéëåð, ìîæå äà ïîêàæåì ÷å òîâà ðåøåíèå å åêâèâàëåí-

òíî íà ïðåäõîäíîòî êîåòî ïîëó÷èõìå â òåðìèíè íà òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè.
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3 Çàòèõâàùè òðåïòåíèÿ

Íåêà ñåãà íå èãíîðèðàìå ñèëàòà íà òðèåíå. Êàêòî ñïîìåíàõìå, óðàâíåíèåòî îïèñâà-

ùîòî äèíàìèêàòà íà îñöèëàòîðà å:

mÿ(t) = −ky(t)− cẏ(t) (3.1)

Ùå å ïî-óäîáíî äà ðàçäåëèì íà ìàñàòà, ñêðèâàéêè ÿ â äðóãèòå êîíñòàíòè - ïî òîçè

íà÷èí êîåôèöèåíòúò ïðåä ñòàðøàòà ïðîçèâîäíà ñòàâà ðàâåí íà åäèíèöà:

ÿ(t) + Cẏ(t) +Ky(t) = 0 (3.2)

Òîâà óðàâíåíèå ñúùî ìîæå äà áúäå ðåøåíî ïî ìåòîäà íà õàðàêòåðèñòè÷íî óðàâíåíèå

- ïðåäïîëàãàìå åêñïîíåíöèàëíî ðåøåíèå y(t) = ert, òîãàâà ẏ(t) = rert è ÿ(t) = r2ert.

Çàìåñòâàéêè â (3.2) ïîëó÷àâàìå:

r2ert + Crert +Kert = 0 (3.3)

Òîâà ìîæå äà å èçïúëíåíî ñàìî êîãàòî r2 + Cr +K = 0. Ñëåäîâàòåëíî:

r =
−C ±

√
C2 − 4ω2

0

2
(3.4)

Êàêòî âèæäàìå, èìàìå 3 ïðèíöèïíî ðàçëè÷íè ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñò îò çíàêà íà äèñ-

êðèìèíàíòàòà, íåêà ÿ îçíà÷èì ñ D.

3.1 D < 0

Â òîçè ñëó÷àé ñå âèæäà ÷å âåëè÷èíàòà

γ ≡ 1

2

√
−D =

1

2

√
4ω2

0 − C2 (3.5)

e ïîëîæèòåëíà. Òîãàâà èìàìå

r± = −1

2
C ± iγ (3.6)

Ðåøåíèÿòà òîãàâà èìàò âèäà

y(t) = e−(C/2±iγ)t (3.7)

Èçïîëçâàéêè ôîðìóëàòà íà Îéëåð ìîæåì äà ïðåíàïèøåì òîçè èçðàç êàòî

y(t) = e−(C/2)t (cos(γt)± i sin(γt)) (3.8)

Òðÿáâà äà îòáåëåæèì ÷å òúðñèì ñàìî ðåàëíè ðåøåíèÿ. Òúé êàòî óðàâíåíèåòî å ëè-

íåéíî è õîìîãåííî, ëèíåéíè êîìáèíàöèè îò ðåøåíèÿ ñúùî ñà ðåøåíèÿ. Íî ïîñëåäíîòî

óðàâíåíèå å òî÷íî òîâà, ñëåäîâàòåëíî ðåàëíàòà è èìàãèíåðíàòà ìó ÷àñò ïîîòäåëíî

ñúùî òðÿáâà äà óäîâîëåòâîðÿâàò äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå. Ñëåäîâàòåëíî îáùîòî

ðåøåíèå èìà âèäà

y(t) = e(−C/2)t (A cos(γt) +B sin(γt)) . (3.9)
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Íà÷àëíèòå óñëîâèÿ èìàò âèäà

y(0) = y0 = A (3.10)

dy(0)

dt
= v0 = −

C

2
A+Bγ (3.11)

Òîãàâà

A = v0 (3.12)

B =
Cv0
2γ

+
v0
γ

(3.13)

Èëè ôèíàëíî

y(t) = e(−C/2)t
(
y0 cos(γt) +

(
Cv0
2γ

+
v0
γ

)
sin(γt)

)
(3.14)

Ôèãóðà 2: Çàòèõâàùè òðåïòåíèÿ ñúñ ñòîéíîñòòè C = 0.1, ω0 = 0.3, y0 = 1, v0 = 0.

3.2 D = 0

Â òîçè ñëó÷àé r = −C
2
è C = 2ω0, òîåñò r = −ω. Toãàâà åäíî îò ðåøåíèÿòà èìà âèäà

y1(t) = e−ω0t (3.15)

Îò êóðñà ïî ÎÄÓ ñè ñïîìíÿìå ÷å çà òàêèâà óðàâíåíèÿ îáùîòî ðåøåíèå èìà âèäà

y(t) = (A+Bt)eω0t. (3.16)

Â òåðìèíè íà êîíñòàíòèòå è B íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñà

y0 = A (3.17)
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v0 = B − Aω (3.18)

ñëåäîâàòåëíî

A = y0 (3.19)

B = v0 + ω0y0 (3.20)

Èëè ôèíàëíî

y(t) = (y0 + (v0 + ω0y0)t)e
−ω0t (3.21)

Ôèãóðà 3: Êðèòè÷íî çàòèõâàùè òðåïòåíèÿ ñúñ ñòîéíîñòòè ω0 = 0.3, y0 = 1, v0 = 1.

3.3 D>0

Êàêòî è ïðåäè ïîêàçâàìå êàê èçãëåæäà îáùîòî ðåøåíèå, êîåòî â òîçè ñëó÷àé èìà

âèäà

y(t) = Aer−t +Ber+t (3.22)

Íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñà:

y0 = A+B (3.23)

v0 = Ar− +Br+ (3.24)

è îò òóê

A = y0 −
r−y0 − v0
r− − r+

(3.25)

B =
r−y0 − v0
r− − r+

(3.26)

Toâà êîåòî çàáåëÿçâàìå å ÷å â òîçè ðåæèì ñúïðîòèâëåíèåòî å òîëêîâà ñèëíî ÷å

íàðóøàâà êàêâàòî è äà å ïåðèîäè÷íîñò - ñâåæäàìå äâèæåíèåòî äî åêñïîíåíöèàëíî

çàòèõâàíå.
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Ôèãóðà 4: "Ïðåçàòèõâàùè"òðåïòåíèÿ ñúñ ñòîéíîñòòè C = 0.3, ω0 = 0.075, y0 = 1, v0 = 1.

4 Çàêëþ÷åíèå

Ïðèêëþ÷âàìå ñåêöèÿòà ñúñ ñëåäíàòà ãðàôèêà èëþñòðèðàùà òðèòå ñëó÷àÿ - ïðè åäè-

íèÿ (udnerdamping) èìàìå çàòèõâàíå íà àìïëèòóäàòà ñ âðåìåòî, ïðè âòîðèÿ (critical

dampening) âåäíà ñå óðàâíîâåñÿâàò ñèëèòå íà òðèåíå è åëàñòè÷íàòà ñèëà è åôåê-

òèâíî èìàìà ñàìî åäèí ïîëóïåðèîä è òðåòèÿ (overdampening) ïðè êîéòî ñèëèòå íà

òðèåíå ñà òîëêîâà ïî-ãîëåìè ÷å íàïúëíî ðàçðóøàâàò ïåðèîäè÷íîñòòà è äèíàìèêàòà

å àïåðèîäè÷íà.
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Класическа механика - хармоничен осцилатор 2

Иво Илиев

1 Прост осцилатор с външна сила

Нека сега разгледаме прост хармоничен осцилатор (c = 0, тоест нямаме триене) в
присъствието на външна периодична сила

mÿ(t) + ky(t) = F0 cos(ωt) (1.1)

За яснота, с ω ще отбелязваме честота на външната сила, а с ω0, както и преди,
естествената честота на осцилатора (тоест, игнорирайки затихването, ω0 =

√
k/m).

1.1 ω 6= ω0

Хомогенната част на това уравнение е простия хармоничен осцилатор, чиито реше-
ния познаваме. За да решим нехомогенното търсим и едно частно решение. Получа-
ваме (ако не сте убедени, разпишете внимателно):

y(t) = C1 cosω0t+ C2 sinω0t+
F0

m(ω2 − ω2
0)

cos (ωt) (1.2)

Виждаме че при ω → ω0 амплитудата на третия член yp (частното решение) нарас-
тва. Това ни навежда на мисълта че при равни честоти имаме нещо по-различно от
синусоидална функция.

1.2 Биене (на английски - Beats)

Нека разгледаме простите начални условие y(0) = 0, ẏ(0) = 0. Toва налага C1 =

−F0/(m(ω2 − ω2
0)), C2 = 0, което дава следния вид за решението:

y(t) =
F

(m(ω2 − ω2
0))

(cos(ωt)− cos(ω0t)). (1.3)

Разликата от двата косинуса може да се представи като произведение от два синуса:

y(t) =
2F

(m(ω2 − ω2
0))

sin

(
ω0 + ω)t

2

)
sin

(
ω0 − ω)t

2

)
(1.4)

Сега, ако ω ≈ ω0, този израз може да се мисли като произведение между

sin

(
(ω0 + ω)t

2

)
and

2F

(m(ω2 − ω2
0))

sin

(
(ω0 − ω)t

2

)
. (1.5)
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Фигура 1: Биене - честотите са ω = 12, ω0 = 11

Тъй като ω ≈ ω0, |ω0−ω| е малко, първия израз е с много по-голяма честота от вто-
рия. Тоест, нашето решение има високочестотна осцилация с амплитуда модулирана
от носкочестотна осцилация. Този ефект, получен от наслагване на близкочестотни
трептения се нарича биене. Вие най-вероятно сте наблюдавали този ефект в прак-
тикума по механика при свързани махала. От гледна точка на всяко махало, другото
махало е източник на външна периодична сила. Този експеримент може да видите
тук https://www.youtube.com/watch?v=CjJVBvDNxcE.

1.3 ω = ω0: Резонанс

Решението на нашето уравнение в този случай е малко по-различно - можем да видим
че yp(t) = A cos(ω0t) +B sin(ω0t) не може да е частното решение тъй като всеки член
решава също и хомогенното уравнение. От курса по ОДУ знаем че в такъв случай
трябва да умножим нашето предположение по еволюционния параметър- yp(t) =

At cos(ω0t)+Bt sin(ω0t). Виждаме че частното решение на уравнението е осциалация
при която амплитудата расте линейно със t. Този феномен наричаме резонанс. Ако
заместим това решение в уравнението получаваме:

− 2mω0A sin(ω0t) + 2mω0B cos(ω0t) = F cos(ω0t) (1.6)

За да може това да е изплънено за всяко t трябва задължително

A = 0, B = F/(2mω0) (1.7)

Toест, общото решение на (1.1) за случая на еднакви честоти се задава от

y(t) = C1 cosω0t+ C2 sinω0t+
F

2mω0

t sin(ω0t). (1.8)

2 Осцилатор с присъствие на външна сила и триене

Хармоничен осцилатор със затихване и външна периодична сила (driven damped
harmonic oscillator) се задава от уравнението:
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mÿ(t) + cẏ(x) + ky(t) = F0 cosωt (2.1)

Един трик за по-лесно решаване на това уравнение е да си представим хармонич-
ното движение като реалната част на кръгово движение в комплексната равнина.
Съответното уравнение е:

mz̈(t) + cż(x) + kz(t) = F0e
iωt, (2.2)

което е еквивалентно на уравнения за реалната и имагинерната части:

mÿ(t) + cẏ(x) + ky(t) = F0 cosωt and mẍ(t) + cẋ(x) + kx(t) = F0 sinωt (2.3)

Функцията F0e
iωt описва точка движеща се в комплексната равнина по окръжност

с радиус F0 с постоянна ъглова скорост ω. Реалната част на тази функция е ори-
гиналната външна сила в задачата. Очевидно, това уравнение има решение от вида
z = Aeiωt. Замествайки това решение в уравнението, получаваме:

(−mω2 + iωc+ k)A = F0. (2.4)

Величината в скобите също е комплексно число. Нека го запишем в полярна форма:

(−mω2 + iωc+ k) = ρeiθ. (2.5)

Ясно е че:
ρ =

√
(k −mω)2 + ω2c2, (2.6)

и
tan θ =

ωc

k −mω2
. (2.7)

Тоест, за комплексната константа имаме

A =
F0

ρ
e−iθ. (2.8)

Тоест, достигаме до следното решение за комплексното диференциално уравнение

z =
F0

ρ
ei(ωt−θ). (2.9)

Toва което наблюдаваме ние като частно решение е реалната част на тази функция,
тоест

yp(t) = Re(z(t)) =
F0

ρ
cos(ωt− θ) = F0√

(k −mω)2 + ω2c2
cos

(
ωt− arctg

(
ωc

k −mω2

))
(2.10)

Виждаме че "отговора"на системата спрямо външната сила "закъснява"с фаза θ.
Както винаги, общото решение на (2.2) е сбор на решението на хомогенното уравне-
ние и на частното решение на нехомогенното. От миналия семинар (когато решавахме
хомогенното уравнение) си спомняме че когато имаме триене решението клони към
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нула при увеличаване на t. В английската литература, решението на хомогенното
уравнение се нарича transient solution, а частното решение yp се нарича steady state
response.

Можем да оценим кога отклика на системата поради влиянието на външната сила
ще е най-голям. Виждаме че системата ще бъде най-силно афектирана от външната
сила когато е "underdamped" (случаят D<1 от миналия семинар) и честотата на
външната сила е същтата като естествената честота на системта ω0.

За системи със слабо затихване, ако движещата сила е с честота близка до естес-
твената, амплитудите на трептение могат да станат много големи. Можем да описва-
ме количествено резонансите постедством "качествения фактор" (по-често наричен
просто Q-фактор):

Q =

√
mk

c
(2.11)

За Q < 1/2 решенията са "презатихващи" и резонансната честота е 0. За Q > 1/2,
системата е слабо затихваща и резонанса става по-силен за по-големи Q. Отново, за
всеки от трите случая картината на еволюцията на трептенето е различна. За домаш-
но може да се опитате да начертаете трите случая с някакъв софтуер и да видите
поведението на решенията. FOSS софтуер работещ под GNU/Linux, M$ Windows,
OSX за тази рабoта например е Gnuplot (http://www.gnuplot.info/) След като си
поиграте със софтуера най-вероятно ще стигнете до изводите, които са представени
в следващата секция.

3 Заключение

1. Когато нямаме триене, наблюдаваме биене когато честотата на външната сила
е близка (но все пак различна) от естествената честота на системата.

2. Когато нямаме триене, наблюдаваме резонанс когато чесотата на външната
сила е същата като честотата на осцилатора.

3. Когато имаме триене, хомогенното решение затихва до нула с времето, тоест
поведението на системата се определя от частното решение.

4. Когато имаме триене, поведението на системата след време не зависи от начал-
ните условия.

5. Амплитудата на трептенето след достаъчно време (steady state) зависи от всич-
ки параметри на задачата.

Следващия семинар ще е свързан с чертаене на фазови портрети за разгледаните
досега системи.

4
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Класическа механика - Фазови портрети

Иво Илиев

1 Описание като динамични система

Вторият закон на Нютон за едномерни системи има вида

mẍ = F (x). (1.1)

Както знаем, една система е консервативна, ако силата която действа е консерва-
тивна, тоест ако силата се поражда от потенциал F = −dU/dx. Пълната механична
енергия,

E = T + U =
1

2
mẋ2 + U(x), (1.2)

се запазва за такива системи. Това се проверява директно:

dE

dt
=

d

dt

[
1

2
mẋ2 + U(x)

]
=
[
mẍ2 + U ′(x)

]
ẋ

= [F (x)− F (x)] = 0. (1.3)

Оказва че се факта че енергията е запазваща се величина ни позволява да редуци-
раме уравненията за движение от втори ред до първи ред (използваме 1.2):

dx

dt
= ±

√
2

m
(E − U(x)). (1.4)

Забележете че енергията тук се явява като интеграционна константа. Знакът ± за-
виси от посоката на движение. Нека разгледаме точките x(E) които удовлетворяват

E = U(x)⇒ x(E) = U−1(E), (1.5)

където U−1 е обратната функция на потенциала (предполагаме че съществува). Тези
точки ще наричаме точки на обръщане. Ако пълната енергия на системата е E,
движението на системата е ограничено от точките на обръщане и затворено в региона
U(x) ≤ E. Можем да интегрираме 1.2 за да получим

t(x)− t(x0) = ±
√
m

2

∫ x

x0

dx′√
E − U(x′)

. (1.6)
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Обръщайки зависимостта, получаваме x(t). Трябва да отбележим че вече имаме две
константи на интегриране E и x0. Тъй като енергията е свързана със скоростта:

E = E0 =
1

2
mv20 + U(x0), (1.7)

можем да смятаме x0 и v0 като нашите интеграционни константи. Важното е че
имаме две независими интеграционни константи. Очевидно ако искаме да намерим
периода на движение между две точки на обръщане просто удвояваме 1.6:

T (E) =
√
2m

∫ x+(E)

x−(E)

dx′√
E − U(x′)

. (1.8)

1.1 Пример - прост хармоничен осцилатор

За случая на прост хармоничен осцилатор имаме U(x) = 1
2
kx2, следователно

dt

dx
= ±

√
m

2E − kx2
(1.9)

Очевидно точките на обръщане са

x±(E) = ±
√

2E

k
, (1.10)

за E ≥ 0. Задачата вече сме я решавали, но използвайки енергетични принципи
можем да облекчим решението. Нека заместим,

x =

√
2E

k
sin θ. (1.11)

Намираме

dt

dx
=

√
m

2E − kx2
=

√
m

2E − 2E sin2 θ

dt

dx
=

√
m

2E

√
1

cos2 θ
=

√
m

2E

1

cos θ
(1.12)

Следователно

dt√
2E
k
cos θdθ

=

√
m

2E

1

cos θ

dt

dθ
=

√
m

k
(1.13)

Решението на това уравнение е очевидно θ(t) = θ0+ωt, където ω =
√
k/m е честотата

на осцилатора. Пълното движение тогава се дава от

x(t) =

√
2E

k
sin(ωt+ θ0). (1.14)
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2 Едномерни механични задачи като динамична сис-
тема (Преговор с разширение от ОДУ)

От курса по диференциални уравнения знаем че можем да запишем едно ОДУ от
втори ред като система от две "зацепени"диференциални уравнения от първи ред:

dx

dt
= v (2.1)

dv

dt
=

1

m
F (x). (2.2)

Можем да запишем система в матрично-векторен вид

d

dt

(
x

v

)
=

(
v

1
m
F (x)

)
(2.3)

Това е пример за нещо което се нарича динамична система. Динамичните системи
общо се задават от

dϕ

dt
= V(ϕ), (2.4)

тук φ е N -мерен вектор във фазовото пространство. Обекта V(φ) се нарича век-
торно поле. Самият той е вектор, съществуващ във всяка точка от фазовото прост-
ранство RN . В общия случай всяка от компонентите на V е функция на всички
компоненти на ϕ:

Vj = Vj(ϕi, . . . , ϕN) (j = 1, . . . , N). (2.5)

Решенията на уравнение (2.4) се наричат интегрални криви. Всяка интегрална
крива се определя еднозначно от N интеграционни константи - те могат да бъдат
избрани да са началните условия ϕ(0). Множеството от интегрални криви се нарича
фазов портрет на динамичната система.

Рисуването на фазовия портрет за една динамична система изисква първо да сме
намерили решение на системата за произволни начални условия. В общия случай
това е трудна задача, която може да се анализира само числено. За консервативни
механични системи в едно измерение обаче, задачата се оказва тривиална. Причи-
ната за това е запазването на енергията - скоростта става една двузначна функция
на позицията v(x) = ±

√
2
m
(E − U(x)). Фазовите криви, тогава, са кривите които

отговарят на постоянна енергия.

2.1 Скициране на фазови криви

Скицирането на фазови криви се прави по следните стъпки:

1. Скицираме потенциала U(x).

2. Под тази графика, скицираме графиката на функцията v(x;E) = ±
√

2
m
(E − U(x)).

3. Когато E съвпада с локален екстремум на U(x), казва се че системата се намира
във фиксирана точка.
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(а) Ако E e малко над Emin, фазовите криви са елипси

(б) Ако E е малко под Emax, фазовите криви са хиперболи.

(в) Ако E = Emax, фазовата крива се нарича сепаратриса (separatrix).

(г) Когато E > U(∞) или E > U(−∞), наричаме движението неограничено.

(д) Рисуваме стрелки по фазовите криви - надясно за v > 0 и наляво за v < 0.

Периода на орбитата T (E) има просто геометрична интерпретация. Наистина, площ-
та A във фазовото пространство заградена от ограничена фазова крива е:

A(E) =

∮
E

vdx =

√
8

m

∫ x+(E)

x−(E)

dx′
√
E − U(x′). (2.6)

Тогава периода е пропорционален на скоростта на изменение на площта с енергията:

T = m
∂A

∂E
. (2.7)

3 Примери за консервативни едномерни системи

3.1 Хармоничен осцилатор

Спомняме си че за хармоничния осцилатор потенциалната енергия беше U(x) = 1
2
kx2.

Уравнението за движение е:

m
d2x

dt2
= −dU

dx
= −kx. (3.1)

Нека въведем означението v = ẋ. Можем да запишем горното уравнение като N = 2

система,
d

dt

(
x

v

)
=

(
0 1

−ω2 0

)(
x

v

)
=

(
v

−ω2x

)
(3.2)

Вече сме показвали, че решенията имат вида:

x(t) = x0 cos(ωt) +
v0
ω

sin(ωt) (3.3)

v(t) = v0 cos(ωt)− ωx0 sin(ωt). (3.4)

Фазовите криви са елипси:

ω0x
2(t) + ω−10 v2(t) = C, (3.5)

където C е константа, независеща от времето. Трябва да се отбележи че x и y

имат различни размерностти. Знаем че енергията се запазва,

E =
1

2
mv2 +

1

2
, (3.6)

и от тук можем да намерим малката и голямата полуос на елипсите:

xmax =

√
2E

k
, vvmax =

√
2E

m
. (3.7)
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Фигура 1: Фазов портрет на прост хармоничен осцилатор

Площта (2.6) е лесно изчислима:

A(E) = πxmaxvmax =
2πE√
mk

. (3.8)

Периодът на движението тогава е

T (E) = m
∂A

∂E
= 2π

√
m

k
, (3.9)

което е независимо е от , както и ние знаем.

3.2 Математическо махало

Нека сега разгледаме математическото махало - материална точка с маса m закачен
на безмасова недеформируема нишка с дължина l. Потенциалът е U(θ) = −mgl cos(θ)
и от тук

ml2θ̈ = −dU
dθ

= −mgl sin(θ). (3.10)

Това е еквивалентно на
d

dt

(
θ

ω

)
=

(
ω

−ω2
0 sin(θ)

)
(3.11)

Тук с омега сме отбелязали ъгловата скорост ω = θ̇, a с ω0, както винаги, сме отбе-
лязали естествената честота (за малки осцилации). Пълната механична енергия,

E =
1

2
ml2θ̇2 + U(θ). (3.12)

Нека предположим че в началния момент махалото е било в покой (θ̇ = 0 с отклонено
на ъгъл θ = θ0. Тогава,

2E

ml2
= θ̇2 − 2ω2

0 cos θ = −2ω2
0 cos θ0 (3.13)
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Периода на движение за амплитуда θ0 е равен на

T (θ0) =

√
8

ω0

∫ θ0

0

dθ√
cos θ − cos θ0

=
4

ω0

K

(
sin2 1

2
θ0

)
, (3.14)

където K(z) е пълния елиптичен интеграл от първи род. Това е неприятна, но
добре изучена специална функция. Известно е че тя може да бъде представена като
степенен ред по полиномите на Лежандър:

K(k) =
π

2

∞∑
n=0

(P2n(0))
2k2n, (3.15)

което пък от своя страна е еквивалентно на

K(k) =
π

2

(
1 +

(
1

2

)2

k2 +

(
1.3

2.4

)2

k4 + · · ·+
(
(2n− 1)!!

(2n)!!

)2

k2n + . . .

)
. (3.16)

Замествайки с нашия аргумент в израза за периода получаваме

T (θ0) =
2π

ω0

{
1 +

1

4
sin2

(
1

2
θ0

)
+

9

64
sin4

(
1

2
θ0

)
+ . . .

}
. (3.17)

Фигура 2: Фазов портрет на математическо махало
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За θ ⇒ 0, периода клони към обичайният резултат 2π/ω, валиден за линеари-
зираното уравнение θ̈ = −ω2

0θ. Когато θ0 → π
2
, периода е логаритмично разходящ.

Фазовият портрет на махалото е даден на фигура 2. За малки осцилации, трептенето
на махалото е същото като хармоничния осцилатор. Това е нещо очаквано, за малки
ъгли sin θ ≈ θ и уравненията за движение на махалото и на хармоничния осцила-
тор са еднакви. Тези осцилации се наричат либрации. В общи линии либрациите са
"поклащания"в реалното пространство - траекториите им във фазовото пространс-
тво топологично могат да бъдат свити до точка (не се притеснявайте какво точно
означава това). Ако обаче началната ъглова скорост е достатъчно голяма наблюда-
ваме качествено различно движение - фазовите криви са ротации. В този случай
махалото е засилено до такава степен (тоест, има достатъчно енергия), за да се за-
върти и постоянно се движи в една и съща посока. Фазовата крива която разделя
тези топлогично различни движения е точно сепаратрисата.
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Âàðèàöèîííî ñìÿòàíå

Èâî Èëèåâ

1 Çàêîí íà Ñíåëèóñ

Çàäà÷à 1 (Çàäà÷à çà çàãðÿâêà) : Ïðåäñòàâåòå ñè ÷å ñòîèòå â òî÷êàòà (x1, y1)

íà ïëàæà è èñêàòå äà ñòèãíåòå äî òî÷êàòà (x2, y2) íà íÿêîëêî ìåòðà íàâúòðå â

ìîðåòî. Ïî êîé ïúò òðÿáâà äà ìèíåòå çà äà ñòèãíåòå íà æåëàíîòî ìÿñòî çà íàé-

êðàòêî âðåìå? Íåêà ñêîðîñòòà âè íà ïÿñúêà å v1 è ñêîðîñòòà âúâ âîäàòà âè å v2,

v2 < v1. Íåêà ñúùî ðàçäåëåíèåòî ìåæäó âîäàòà è ïÿñúêà äà å ïðàâàòà x = 0.

Ðåøåíèå: Âåäíàãà ìîæåì äà ñúîáðàçèì, ÷å îïòèìàëíàòà òðàåêòîðèÿ íÿìà äà å ïðàâà

ëèíèÿ à ñèãóðíî ùå å êðèâà, ñúñòàâåíà îò äâà ñåãìåíòà êîèòî ñà ïðàâè ëèíèè. Òîåñò,

èìàìå äâèæåíèå ïî ïðàâà ëèíèÿ ïî ïÿñúêà è äâèæåíèå ïî ïðàâà ëèíèÿ âúâ âîäàòà,

íî òåçè äâå îòñå÷êè ñêëþ÷âàò íÿêàêúâ úãúë.

sasdad Íåêà íàøèÿ ïúò äà ïðåñè÷à ãðàíèöàòà ìåæäó ïÿñúêà è âîäàòà â òî÷êàòà

(0, y). Òîãàâà âðåìåòî çà ïðèäâèæâàíå ùå å ôóíêöèÿ îò y:

T (y) =
1

v1

√
x21 + (y − y1)2 +

1

v2

√
x22 + (y2 − y)2 (1.1)

Çà äà íàìåðèì ìèíèìàëíîòî âðåìå òúðñèì åêñòðåìóì íà òàçè ôóíêöèÿ:

dT

dy
= 0 =

1

v1

(
y − y1√

x21 + (y − y1)2

)
− 1

v2

(
y2 − y√

x22 + (y2 − y)2

)

1



=
sin θ1
v1
− sin θ2

v2
(1.2)

Òîåñò, îïòèìàëíèÿ ïúò å òîçè êîéòî óäîâîëåòâîðÿâà:

v1
v2

=
sin θ1
sin θ2

, (1.3)

ðåçóëòàò êîéòî âèå ñúñ ñèãóðíîñò çíàåòå êàòî çàêîí íà Ñíåëèóñ. Çàêîíà íà Ñíåëèóñ å

ïîçíàò îò îïòèêàòà - ñêîðîñòòà íà ñâåòëèíàòà â ïîëàðèçèðóåìà ñðåäà ñå çàïèñâà êàòî

v = c/n, êúäåòî n e èíäåêñà íà ðåôðàêöèÿ. Â òåðìèíè íà n èìàìå:

n1 sin θ1 = n2 sin θ2. (1.4)

Aêî èìàìå íÿêîëêî ãðàíèöè ìåæäó ñðåäè (îùå ñå íàðè÷à èíòåðôåéñè), çàêîíà íà

Ñíåëèóñ ïàê å âàëèäåí çà âñåêè äâå. Íàïðèìåð òîé ùå èìà âèäà

ni sin θi = ni+1 sin θi+1, (1.5)

íà èíòåðôåéñà ìåæäó ñðåäè i è i+1. Èíòåðåñíî å äà âèäèì êàêâî ñå ñëó÷âà â ãðàíè÷-

íèÿ ïðåõîä êîãàòî ñðåäèòå ñà áåçêðàéíî ìíîãî, íî è òÿõíàòà äåáåëèíà å áåçêðàéíî

ìàëêà. Â òîçè ñëó÷àé ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå n è θ êàòî ôóíêöèè íà íåïðåêúñíàòà

ïðîìåíëèâà x. Òîãàâà èìàìå

sin θ(x)

v(x)
=

y′

v
√
1 + y′2

= P, (1.6)

êúäåòî P å êîíñòàíòà. Òóê ñìå çàìåñòèëè sin θ = y′/
√

1 + y′2, êîåòî ñå ïîëó÷àâà àêî

íàðèñóâàìå ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê ñúñ ñòðàíè dx, dx,
√
dx2 + dy2. Äèôåðåíöèðàé-

êè ïî ïî x ïîëó÷àâàìå:
1

1 + y′2
y′′

y′
=
v′

v
. (1.7)

Òîâà å äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, êîåòî y(x) òðÿáâà äà èçïúëíÿâà àêî èñêàìå ôóíê-

öèîíàëúò

T [y(x)] =

∫
ds

v
=

∫ x2

x1

dx

√
1 + y′2

v(x)
(1.8)

äà å ìèíèìèçèðàí.

2 Ôóíêöèè è ôóíêöèîíàëè

Ôóíêöèÿòà å ìàòåìàòè÷åñêè îáåêò, êîéòî âçèìà ðåàëíà èëè êîìïëåêñíà ïðîìåíëèâà,

èëè íàáîð îò òàêèâà ïðîìåíëèâè, è âðúùà ðåàëíî èëè êîìïëåêñíî ÷èñëî. Ôóêíöèîíà-

ëúò å ìàòåìàòè÷åñêè îáåêò êîéòî âçèìà ôóíêöèÿ è âðúùà ÷èñëî. Â íàøèÿò ñëó÷àé:

T [y(x)] =

∫ x2

x1

dxL(y, y′, x), (2.1)

êúäåòî ôóíêöèÿòà L(y, y′, x) ñå äàâà îò:

L(y, y′, x) =
1

v(x)

√
1 + y′2. (2.2)
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Òåçè äåôèíèöèè ñà ëåêî íåôîðìàëíè, íî ñà ïðåäîñòàòú÷íè çà íàøåòî ðàáîòíî íèâî.

Ïî-ñòðîãà äåôèíèöèÿ çà (ëèíååí) ôóíêöèîíàë ùå èçó÷àâàòà â êóðñà ïî ôóíêöèîíà-

ëåí àíàëèç.

Â àíàëèçà íà ôóíêöèè, íèå íàìèðàìå åêñòðåìóìà íà ôóíêöèÿ f(x) êàòî èçèñêâàìå

f(x) äà íå ñå ïðîìåíÿ êîãàòî íàïðàâèì ñìÿíàòà x→ x+ dx:

f(x+ dx) = f(x) + f ′(x)dx+
1

2
f ′′(x)(dx)2 + . . . . (2.3)

Êàçâàìå ÷å x = x∗ e åêñòðåìóì êîãàòî f ′(x∗) = 0. Êîãàòî ãîâîðèì çà ôóíêöîíàëè,

ïúðâàòà ôóíêöèîíàëíà âàðèàöèÿ ñå ïîëó÷àâà êàòî èçïðàòèì y(x) → y(x) + δy(x), è

èçâëå÷åì âàðàèàöèÿ âúâ ôóíêöèîíàëà äî ðåä δy. Íåêà íàïðàâèì ñìåòêàòà:

T [y(x) + δy(x)] =

∫ x2

x1

dxL(y + δy, y′ + δy′, x)

=

∫ x2

x1

dx

{
L+

∂L

∂y
δy +

∂L

∂y′
δy′ +O((δy)2)

}

= T [y(x)] +

∫ x2

x1

dx

{
∂L

∂y
δy +

∂L

∂y′
d

dx
δy

}

= T [y(x)] +

∫ x2

x1

dx

[
∂L

dy
− d

dx

(
∂L

∂y′

)]
δy +

∂L

∂y′
δy

∣∣∣∣∣
x2

x1

. (2.4)

Íåùî ìíîãî âàæíî çà âàðèàöèÿòà δy(x) å ÷å òÿ òðÿáâà äà å íóëà íà ãðàíèöàòà:

δy(x1) = δy(x2) = 0. Òîâà å òàêà çàùîòî ïðîñòðàíñòâîòî îò ôóíêöèè êîèòî ðàç-

ãëåæäàìå óäîâîëåòâîðÿâàò ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ïðè êîèòî êðàèùàòà ñà ôèêñèðàíè:

y(x1) = y1, y(x2) = y2. Òîåñò, ïîñëåäíèÿò ÷ëåí â èçâåæäàíåòî (2.4) ñå çàíóëÿâà. Èìà-

ìå:

δT =

∫ x2

x1

dx

[
∂L

dy
− d

dx

(
∂L

∂y′

)]
δy (2.5)

Êàçâàìå, ÷å ïúðâàòà ôóíêöèîíàëíà ïðîèçâîäíà íà ïî y(x) e

δT

δy(x)
=

[
∂L

pdy
− d

dx

(
∂L

∂y′

)]
(2.6)

Ôóíêöèîíàëúò T [y(x)] å â åêñòðåìóì êîãàòî ïúðâàòà ìó ôóíêöèîíàëíà ïðîèçâîäíà

å 0, êîåòî âîäè äî ñëåäíîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå çà y(x):

∂L

∂y
− d

dx

(
∂L

∂y′

)
= 0. (2.7)

Òîâà å èçâåñòíî êàòî óðàâíåíèå íà Óðàâíåíèå íà Ëàãðàíæ-Îéëåð.

2.1 L(y, y′, x) íå çàâèñè îò y

Íåêà L(y, y′, x) íå çàâèñè îò y. Òîãàâà îò óðàâíåíèåòî íà Ëàãðàíæ-Îéëåð ñëåäâà ÷å:

P ≡ ∂L

∂y′
(2.8)
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å êîíñòàíòà. Â êëàñè÷åñêàòà ìåõàíèêà ñå îêàçâà, ÷å òîâà å îáîáùåíèÿ èìïóëñ. Àêî ñå

âúðíåì íà ïðèìåðà ñúñ çàêîíà íà Ñíåëèóñ, L = 1
v

√
1 + y′2 (êîåòî î÷åâèäíî íå çàâèñè

îò y) èìàìå,

P =
y′

v
√

1 + y′2
(2.9)

2.2 L(y, y′, x) íå çàâèñè îò x

Êîãàòî L(y, y′, x) çàâèñè îò x, îòíîâî ìîæåì äà èíòåãðèðàìå óðàâíåíèÿòà çà äâèæå-

íèå. Íåêà ðàçãëåäàìå âåëè÷èíàòà:

H = y′
∂L

∂y′
− L (2.10)

Çà íåÿ å âÿðíî ÷å

dH

dx
=

d

dx

[
y′
∂L

∂y′
− L

]
= y′′

∂L

∂y′
+ y′

d

dx

(
∂L

∂y′

)
− ∂L

∂y′
y′′ − ∂L

∂y
y′ − ∂L

∂x

= y′
[
d

dx

(
∂L

∂y′

)
− ∂L

∂y

]
− ∂L

∂x
, (2.11)

êúäåòî ñìå èçïîëçâàëè óðàâíåíèÿòà íà Ëàãðàíæ-Îéëåð çà äà çàïèøåì d
dx
( ∂L
∂y′

) = ∂L
∂y
.

Íî ïî óñëîâèå â òàçè ïîäòî÷êà ∂L/∂x = 0 ⇒ dH/dx = 0, ñëåäîâàòåëíî H å êîíñ-

òàíòà. Taçè êîíñòàíòà å âàæíà - â ìåõàíè÷íèòå ñèñòåìè òÿ ùå îòãîâàðÿ íà ïúëíàòà

ìåõàíè÷íà åíåðãèÿ.

3 Ïðèìåðè

Íåêà ñåãà ðåøèì íÿêîëêî ïðèìåðà îò ìàòåìàòèêà è ôèçèêàòà èçïîëçâàéêè àïàðàòà

íà âàðèàöèîííîòî ñìÿòàíå:

Çàäà÷à 2 (Ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà íà ðîòàöèîííî òÿëî) Èçðàçåòå ïëîùòà íà

ðîòàöèîííî òÿëî êàòî ôóíêöèîíàë îò ïîðàæäàùàòà ãî êðèâà. Åêñòðåìèçèðàéòå

òîçè ôóíêöèîíàë.

Ðåøåíèå: Íåêà ðîòàöèîííîòî íè òÿëî ñå ïîðàæäà îò ôóíêöèÿòà y(x) çàâúðòÿíà

îêîëî îñòà x. Oò êóðñà ïî ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç çíàåì ÷å ïëîùòà íà òàçè ôèãóðà ñå

äàâà îò èíòåãðàëà:

A =

∫ x2

x1

dx2πy

√
1 +

(
dy

dx

)2

. (3.1)

Êàêòî âèæäàìå, A å ôóíêöèîíàë îò ïîðàæäàùàòà ôóíêöèÿ - A = A [y(x)], êúäåòî

L(y, y′) = 2πy
√

1 + y′2. Î÷åâèäíî, L íå çàâèñè îò x, ñëåäîâàòåëíî (êàêòî èçâåäîõìå

âàðèàöèîííî â ìèíàëàòà ïîäòî÷êà)

H = y′
∂L

∂y′
− L⇒ dH

dx
= −∂L

∂x
= 0. (3.2)
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Ôèãóðà 1: Ðàçïúâàíåòî íà ñàïóíåí ôèëì ìåæäó äâà óñïîðåäíè ðèíãà âîäè äî ïîëó÷àâàíå

íà ñúùàòà ìèíèìàëíà ðîòàöèîííà ïîâúðõíèíà.

Íåêà íàìåðèì åêñïëèöèòíèÿò âèä íà H:

H = 2πy · y′2√
1 + y′2

− 2πy
√

1 + y′2 = − 2πy√
1 + y′2

. (3.3)

Ðåøàâàéêè çà y′:

dy

dx
= ±

√(
2πy

H

)2

− 1. (3.4)

Òîâà å èçâåñòíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, ðåøàâà ñå ïîñðåäñòâîì ñóáñòèòóöèÿòà

y = H
2π

coshu. Oò òóê dy = H
2π

sinhudu è:

H

2π
sinhu

du

dx
= ±

√
(coshu)2 − 1 (3.5)

Äÿñíàòà ñòðàíà îáà÷å å ïðîñòî sinhu, òàêà ÷å ñëåä ñúêðàùàâàíå è ïîëàãàíå íà b = H/2

èìàìå:
du

dx
=

1

b
⇒ u(x) =

1

b
x+ C, (3.6)

âðúùàéêè ñå â ïîëàãàíåòî ïîëó÷àâàìå:

y(x) = b cosh

(
x− a
b

)
, (3.7)

êúäåòî a è b ñe ÿâÿâàò íåîïðåäåëåíè èíòåãðàöèîííà êîíñòàíòà. Íà àíãëèéñêè òàçè

ôîðìà ñå íàðè÷à catenary. Ïî-íàòàòúê ùå âèäèì ÷å òàçè êðèâà å è ôîðìàòà êîÿòî

ðàâíîìåðíî ïëúòíî âúæå ïðèåìà êîãàòî å çàêà÷åíî íà äâå òî÷êè ïîä ñèëàòà íà ãðà-

âèòàöèÿòà (îòáåëåæåòå ÷å íå å ïàðàáîëà!). Çà äà ôèêñèðàìå êîíñòàíòèòå a è b ìîæåì

äà íàëîæèì ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ y(x1) = y1 è y(x2) = y2.
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Íåêà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî −x1 = x2 ≡ x0 è y1 = y2 ≡ y0. ßñíî å òîãàâà ÷å

a = 0 è èìàìå:

y0 = b cosh
(x0
b

)
⇒ γ = κ−1 coshκ, (3.8)

êúäåòî γ ≡ y0/x0 è κ ≡ x0/b. Ìîæå äà ñå ïîêàæå ÷å çà γ > 1.5089 ñúùåñòâóâàò

äâå ðåøåíèÿ, åäíî îò êîèòî å ãëîáàëåí ìèíèìóì à äðóãîòî å ëîêàëåí ìè íèìóì èëè

ñåäëîâà òî÷êà çà A [y(x)]. Ðåøåíèåòî ñ ïî-ìàëêàòà ñòîéíîñò çà κ íè äàâà ïî-ìàëêà

ñòîéíîñò çà A. Çàáåëåæåòå ÷å
y

y0
=

cosh(x/b)

cosh(x0/b)
, (3.9)

ñëåäîâàòåëíî y(x = 0) = y0(x0/b).

Ñïîìíÿìå ñè, ÷å êîãàòî òúðñèì åêñòðåìóìè íà ôóíêöèè äåôèíèðàíè âúðõó êðàåí

èëè ïîëó-áåçêðàåí èíòåðâàë òðÿáâà äà ïðåñìåòíåì ôóíêöèÿòà è íà ãðàíèöàòà, òúé

êàòî èìà âúçìîæíîñò äà èìàìå ãëîáàëåí åêñòðåìóì íà ãðàíèöàòà äîðè ïðîèçâîäíàòà

òàì äà íå å íóëà. Ïî ñúùèÿò íà÷èí, êîãàòî òúðñèì åêñòðåìóìè íà ôóíêöèîíàëè,

òðÿáâà äà èçñëåäâàìå ôóíêöèèòå íà ãðàíèöàòà íà ïðîñòðàíñòâîòî îò ôóíêöèè. Â

íàøèÿò ñëó÷àé, òàêàâà ôóíêöèÿ áè áèëà ïðåêúñíàòî ðåøåíèå:

y(x) =


y1 if x = x1

0 if x1 < x < x2

y2 if x = x2.

(3.10)

Òîâà ðåøåíèå å ñðàâíèòåëíî ñëîæíî - ïðåäñòàâëÿâà ïîâúðõíîñò, êîÿòî å ñúñòàâåíà

îò äâà äèñêà ñ ðàäèóñè y1 è y2, ñâúðçàíè ñ áåçêðàéíî òúíêà íèøêà. Ôóíêöèîíàëà íà

ïëîùòà èç÷èñëåí çà òîâà y(x) å î÷åâèäíî A = π(y21 + y22). Çà γ > γc ≈ 1.564, åäíà

îò êàòåíàðíèòå êðèâè å ãëîáàëíèÿ ìèíèìóì. Çà γ < γc, ìèíèìàëíàòà ïîâúðõíèíà ñå

ïîñòèãà îò íååäíîñâúðçàíîòî ðåøåíèå.

Ìîæå äà ñå îòáåëåæè ÷å ôóíêöèîíàëíàòà ïðîèçâîäíà:

δA

δy(x)
=

2π(1 + y′2 − yy′′)
1 + y′2

3/2

, (3.11)

íàèñòèíà å íóëà çà õèïåðáîëè÷íîòî ðåøåíèå, íî íå å íóëà çà ïðåêúñíàòîòî ðåøåíèå,

êúäåòî èìà ñòîéíîñò 2π â èíòåðâàëà (−x0, x0). Òúé êàòî y = 0 â òîçè èíòåðâàë,

y íå ìîæå äà íàìàëÿâà. Ôàêòúò, ÷å èìàìå ïîëîæèòåëíà ïðîèçâîäíà îçíà÷àâà ÷å

óâåëè÷âàíå íà y ùå äîâåäå äî îâåëè÷àâàíå è íà ïëîùòà A, òîåñò íàèñòèíà ñòîéíîñòòà

íà A íà ãðàíèöàòà, êîÿòî å 2πy20 å ëîêàëåí ìèíèìóì.

Àêî ñå èçñëåäâàò îùå ìàëêî èçðàçèòå ìîæåì äà âèäèì ÷å çà γ < y∗ ≈ 1.5089,

ëîêàëíèÿò ìèíèìóì è ñåäëîâàòà òî÷êà ñïèðàò äà ñúùåñòâóâàò. Òîâà å èçâåñòåí ôå-

íîìåí, íàðå÷åí áèôóðêàöèÿ íà ñåäëîâà òî÷êà (saddle-node bifurcation) çà êîéòî, àêî

âè å èíòåðåñíî ìîæå äà ïðî÷åòåòå â èíòåðíåò. Òîåñò, çà γ ∈ [0, y∗) íå ñúùåñòâóâàò

åêñòðåìóìè çà A[y(x)] è ìèíèìàëíàòà ïëîù ñå äîñòèãà çà ïðåêúñíàòîòî y(x) ëåæà-

ùî íà ãðàíèöàòà íà ïðîñòðàíñòâîòî îò ôóíöêèè. Çà γ ∈ (γ∗, γc), ñúùåñòâóâàò äâà

åêñòðåìóìà, åäèí îò êîèòî å ëîêàëåí ìèíèìóì, à äðóãèÿ å ñåäëîâà òî÷êà. Ïëîùòà

îòíîâî ñå ìèíèìèçèðà îò ïðåêúñíàòîòî ðåøåíèå. Çà γ ∈ (γc,∞), ëîêàëíèÿ ìèíèìóì

å ãëîáàëíèÿ ìèíèìóì è èìà ïî-ìàëêà ïëîù îò òàçè íà ïðåêúñíàòîòî ðåøåíèå.
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Êëàñè÷åñêà ìåõàíèêà - Ëàãðàíæåâ ôîðìàëèçúì

Èâî Èëèåâ

1 Îáîáùåíè êîîðèäíàòè

Êàêòî ñòå äèñêóòèðàëè íà ëåêöèè, íàáîð îáîáùåíè êîîðäèíàòè q1, · · · , qn íàïúëíî

îïèñâà ïîçèöèèòå íà âñè÷êè ÷àñòèöè â åäíà ìåõàíè÷íà ñèñòåìà. Â ñèñòåìà ñ df ñòå-

ïåíè íà ñâîáîäà è k âðúçêè (constraints), ñà íóæíè n = df − k íà áðîé íåçàâèñèìè

îáîáùåíè êîîðäèíàòè çà äà îïèøåì âñè÷êè ïîçèöèè. Âðúçêàòà å íÿêàêâî âçàèìîîò-

íîøåíèå ìåæäó êîîðäèíàòèòå, íàïðèìåð x2 + y2 + z2 = a2 çà ÷àñòèöà äâèæåùàòà ñå

âúðõó ñôåðà ñ ðàäèóñ a. Â òîçè ñëó÷àé, df = 3, k = 1 è íèå ìîæåì äà åëèìèíèðàìå z,

çàïèñâàéêè ãî ïîñðåäñòâîì äðóãèðå êîîðäèíàòè z = ±
√
a2 − x2 − y2, èëè ìîæåì äà

èçáåðåì êàòî êîîðäèíàòè ïîëÿðíèÿ úãúë θ è àçèìóòàëíèÿ úãúë φ.

Îáîáùåíèòå êîîðäèíàòè ìîãàò äà èìàò ðàçìåðíîñò íà äúëæèíà, úãúë èëè íåùî

ñúâñåì ðàçëè÷íî. Íàïðèìåð â òåîðèÿòà íà ìàëêèòå îñöèëàöèè, ïî êîíâåíöèÿ êîîð-

äèíàòèòå èìàò ðàçìåðíîñò [kg]1/2 × [m].

2 Ïðèíöèï íà Õàìèëòîí

Óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå (equations of motion, EoM) â êëàñè÷åñêàòà ìåõàíèêà ñà

çàêîäèðàíè âúâ âàðèàöèîííèÿ ïðèíöèï, íàðå÷åí ïðèíöèï íà Õàìèëòîí. Òîé ãëàñè

÷å äèíàìèêàòà íà åäíà ìåõàíè÷íà ñèñòåìà å òàêàâà ÷å ôóíêöèîíàëà íà äåéñòâèåòî

S[q(t)] =

∫ t2

t1

dtl(q, q̇, t) (2.1)

å â åêñòðåìóì, òîåñò δS = 0. Òóê q = {q1, · · · , qn} ñà íàáîð îò îáîáùåíè êîîðäèíàòè

è

L = T − U (2.2)

å Ëàãðàíæèàíúò, êúäåòî å êèíåòè÷íàòà åíåðãèÿ à U å ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ.

Ïîñòàâÿéêè δS = 0 ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèÿòà íà Ëàãðàíæ-Îéëåð:

d

dt

(
∂L

∂q̇σ

)
︸ ︷︷ ︸

pσ

=
∂L

∂qσ︸︷︷︸
Fσ

. (2.3)

Âèæäàìå ÷å òîçè èìàìå åêâèâàëåíòíîñò ñ âòîðèÿò çàêîí íà Íþòîí ṗσ = Fσ. Òúé

êàòî {qσ} ñà îáîáùåíè êîîðäèíàòè, pσ ìîæå äà íÿìà ðàçìåðíîñò íà èìïóëñ, êàêòî è

Fσ äà íÿìà ðàçìåðíîñò íà ñèëà. Íàïðèìåð, àêî îáîáùåíàòà êîîðäèíàòà å úãúë φ, òî
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ñúîòâåòñòâàùèÿ îáîáùåí èìïóëñ ùå å ìîìåíòúò íà èìïóëñà îòíîñíî îñòà íà âúðòåíå

à îáîáùåíàòà ñèëà ùå å âúðòÿùèÿ ìîìåíò.

Çàäà÷à 1 (Èíâàðèàíòíîñò íà óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå)

Íåêà èìàìå ëàãðàíæèàí L è ñè ïðåäñòàâèì ÷å îò íåãî ñìå êîíñòðóèðàëè íîâ òàêúâ:

L̃(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) +
d

dt
G(q, t). (2.4)

êúäåòî G å íÿêàêâà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ íà êîîðäèíàòèòå è íà âðåìåòî. Òîãàâà íî-

âîòî äåéñòâèå ùå å:

S̃[q(t)] = S[q(t)] +G(qb, tb)−G(qa, ta). (2.5)

Àêî ðàçãëåäàìå ðàçëèêàòà S̃ − S = G(qb, tb) = G(qa, ta), âèæäàìå ÷å òÿ å ôóíêöèÿ

ñàìî ñòîéíîñòòèòå íà ãðàíèöàòà - {qa, qb} ñëåäîâàòåëíî δ(S̃−S) = 0⇒ δS̃ = δS. Òîâà

îçíà÷àâà ÷å L è L̃ âîäÿò äî åäíè è ñúùè óðàâíåíèÿ çà äâèæåíèå. Òîåñò, óðàâíåíèÿòà

íà äâèæåíèå îñòàâàò èíâàðèàíòíè ïðè äîáàâÿíå íà ïúëåí äèôåðåíöèàë ïî âðåìåòî

íà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ íà êîîäèíàòèòå è âðåìåòî â ëàãðàíæèàíà.

3 Ðåöåïòà çà ðåøàâàíå íà ìåõàíè÷íè çàäà÷è

1. Èçáèðàìå ñè íàáîð îáîáùåíè êîîðäèíàòè {q1, · · · , qn}

2. Íàìèðàìå êèíåòè÷íàòà åíåðãèÿ T (q, ṫ, t), ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ U(q, t) è ëàã-

ðàíæèàíà L(q, q̇, t) = T − U . ×åñòî å óäîáíî äà çàïèøåì êèíòåòè÷íàòà åíåðãèÿ

çà âñÿêà ÷àñòèöà ïúðâî â äåêàðòîâè êîîðäèíàòè ïðåäè äà ïðåìèíåì â èçáðàíèòå

îáîáùåíè.

3. Íàìèðàìå êàíîíè÷íèÿ èìïóëñ pσ = ∂L
∂q̇σ

è îáîáùåíàòà ñèëà Fσ = ∂L
∂qσ

.

4. Èç÷èñëÿâàìå ïðîèçâîäíèòå ïî âðåìåòî ṗσ è çàïèñâàìå óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå

ṗσ = Fσ. Òðÿáâà äà ñìå âíèìàòåëíè ïðè äèôåðåíöèðàíå, ïîìíèì âåðèæíîòî

ïðàâèëî è ïðàâèëîòî íà Ëàéáíèö.

5. Èäåíòèôèöèðàìå çàïàçâàùè ñå âåëè÷èíè (àêî èìà òàêèâà).

Çàäà÷à 2 (Öåíòðîñòðåìèòåëíà ñèëà â äâå èçìåðåíèÿ) Ðàçãëåäàéòå çàäà÷àòà

çà ÷àñòèöà ñ ìàñà m äâèæåùà ñå â äâå èçìåðåíèÿ ïîä äåéñòâèåòî íà ïîòåíöèàë

U(ρ), êîéòî å ôóíêöèÿ íà ðàçñòîÿíèåòî äî íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà

ρ =
√
x2 + y2.

Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî ùå å ïîëåçíî äà ïðåìèíåì â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè:

x = ρ cosφ⇒ ẋ = cosφρ̇− ρ sinφφ̇,
y = ρ sinφ⇒ ẏ = sinφρ̇+ ρ cosφφ̇,
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Êèíåòè÷íàòà åíåðãèÿ òîãàâà ùå å:

T =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) =

1

2
m(ρ̇2 + ρ2φ̇2). (3.1)

Ëàãðàíæèàíúò å ðàçëèêàòà êèíåòè÷íà ìèíóñ ïîòåíöèàëíà åíåðãèÿ:

L = T − U =
1

2
m(ρ̇2 + ρ2φ̇2)− U(ρ). (3.2)

Ñåãà òðÿáâà äà íàìåðèì óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå. Íåêà ïúðâî ðàçãëåäàìå óðàâíå-

íèåòî çà äâèæåíèå ïî ρ. Èìàìå:

∂L

∂ρ̇
= mρ⇒ d

dt

∂L

∂ρ̇
= mρ̈ (3.3)

∂L

∂rho
= mρφ̇2 − U ′(ρ) (3.4)

Euler-Lagrange⇒ mρ̈ = mρφ̇2 − U ′(ρ) (3.5)

È ñåãà çà φ:

∂L

∂φ̇
= mρ2φ̇⇒ d

dt

∂L

∂φ̇
=

d

dt
(mρ2φ̇) (3.6)

∂L

∂φ
= 0 (3.7)

Euler-Lagrange⇒ d

dt
(mρ2φ̇) = 0⇒ mρ2φ̇ = pφ = const. (3.8)

Ìîæåì äà èçïîëçâàìå òàçè ðåëàöèÿ çà äà åëèìèíèðàìå φ̇, ïîëó÷àâàéêè

mφ̈ =
mρp2φ
m2ρ4

− U ′(ρ)⇒ mρ2 =
p2φ
mρ3

− U ′(ρ). (3.9)

Ìîæåì äà íàìåðèì è ïúëíàòà åíåðãèÿ:

E =
1

2
m(ρ̇2 + ρ2φ̇2) + U(ρ) =

1

2
mρ̇2 +

p2φ
2mρ2

+ U(ρ). (3.10)

Ëåñíî ìîæå äà ñå ïîêàæå ÷å å êîíñòàíòà ïî âðåìåòî èçïîëçâàéêè óðàâíåíèÿòà íà

Ëàãðàíæ-Îéëåð.

Çàäà÷à 3 (Äâîéíî ìàõàëî) Ðàçãëåäàéòå ñèñòåìàòà "äâîéíî ìàõàëî"äàäåíà íà

ôèãóðà (1). Íàìåðåòå óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå êàòî èçïîëçâàòå çà îáîáùåíè êî-

îðäèíàòè äâàòà úãúëà θ1 è θ2. Àíàëèçèðàéòå ñèñòåìàòà çà ìàëêè îñöèëàöèè.

Ðåøåíèå: Íåêà ïúðâî äà íàìåðèì èçðàçèòå çà êèíåòè÷íàòà è ïîòåíöèàëíàòà åíåð-

ãèÿ. Â äåêàðòîâè êîîðäèíàòè èìàìå:

T =
1

2
m1(ẋ

2
1 + ẏ21) +

1

2
m2(ẋ

2
2 + ẏ22) (3.11)

U = m1gy1 +m2gy2. (3.12)
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Ôèãóðà 1: Äâîéíî ìàõàëî, https://en.wikipedia.org/wiki/Double_pendulum#/media/File:Double-

Pendulum.svg, by JabberWok, licensed under Creative Commons 3.0 Attribution-ShareAlike

Ñåãà ùå òðÿáâà ñ ìàëêî òðèãîíîìåòðèÿ äà çàïèøåì äåêàðòîâèòå êîîðäèíàòè â òåð-

ìèíè íà îáîáùåíèòå êîîðäèíàòè {θ1, θ2}.

x1 = l1 sin θ1, x2 = l1 sin θ1 + l2 sin θ2 (3.13)

y1 = −l1 cos θ1, y2 = −l2 cos θ1 − l2 cos θ2. (3.14)

Èçðàçÿâàìå è ñêîðîñòèòå

ẋ1 = l1θ̇1 cos θ1, ẋ2 = l1θ̇1 cos θ1 + l2θ̇2 cos θ2 (3.15)

ẏ1 = l1θ̇1 sin θ1, ẏ2 = l1θ̇1 sin θ1 + l2θ̇2 sin θ2 (3.16)

Ñëåäîâàòåëíî ñëåä ìàëêî òðàíñôîðàìàöèè:

T =
1

2
m1l

2
1θ̇1 +

1

2
m2

{
l21θ̇

2 + 2l1l2 cos(θ1 − θ2)θ̇1θ̇2 + l22θ̇
2
2

}
(3.17)

U = −m1gl1 cos θ1 −m2gl1 cos θ1 −m2gl2 cos θ2, (3.18)

è çà ëàãðàíæèàíà ïîëó÷àâàìå

L = T − U =
1

2
(m1 +m2)l

2
1θ̇

2
1 +m2l1l2 cos(θ1 − θ2)θ̇1θ̇2 +

1

2
m2l

2
2θ̇

2
2+

(m1 +m2)gl1 cos θ1 +m2gl2 cos θ2. (3.19)
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Íåêà ñìåòíåì ñúùî è:

p1 =
∂L

∂θ̇1
= (m1+m2)l

2
1

˙theta1+m2l1l2 cos(θ1−θ2)θ̇2.p2 =
∂L

∂θ̇2
= m2l1l2 cos(θ1−θ2)θ̇1+m2l

2
2θ̇2

(3.20)

Ïðåñìÿòàìå è ïðîçèâîäíèòå (ìîëÿ äà ïîâòîðèòå ñìåòêàòà, èìà øàíñ äà ñúì ñáúðêàë

çíàê :D )

ṗ1 = (m1 +m2)l
2
1θ̈1 +m2l1l2 cos(θ1 − θ2)θ̈2 −m2l1l2 sin(θ1 − θ2)(θ̇1 − θ̇2)θ̇2 (3.21)

= −(m1 +m2)gl1 sin θ1 −m2l1l2 sin(θ1 − θ2)θ̇1θ̇2 =
∂L

∂θ1
(3.22)

ṗ2 = m2l1l2 cos(θ1 − θ2)θ̈1 −m2l1l2 sin(θ1 − θ2)(θ̇1 − θ̇2) + +m2l
2
2θ̈2 (3.23)

= −m2gl2 sin θ2 +m2l1l2 sin(θ1 − θ2)θ̇1θ̇2 =
∂L

∂θ2
. (3.24)

Òîåñò, äîñòèãàìå äî ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ çà äâèæåíèå:

l1θ̈1 +
m2l2

m1 +m2

cos(θ1 − θ2)θ̈2 +
m2l2

m1 +m2

sin(θ1 − θ2)θ̇22 + g sin θ1 = 0 (3.25)

l1 cos(θ1 − θ2)θ̈1 + l2θ̈2 − l1 sin(θ1 − θ2)θ̇21 + g sin θ2 = 0. (3.26)

Ïîëó÷èõìå ñèñòåìà îò äâå çàöåïåíè íåëèíåéíè îáèêíîâåííè äèôåðåíöèàëíè óðàâ-

íåíèÿ îò âòîðè ðåä. Â îáùèÿ ñëó÷àé òàçè ñèñòåìà íÿìà àíàëèòè÷íî ðåøåíèå è ñå

íàëàãà äà ÿ ðåøàâàìå ÷èñëåíî. Îùå ïîâå÷å, òîâà å ïðèìåð çà õàîòè÷íà ñèñòåìà. Òóê

ìîæå äà ñè ïîèãðàåòå ñ ÷èñëåíà ñèìóëàöèÿ è âèçóàëèçàöèÿ íà äâîéíî ìàõàëî.

Ðàçáèðà ñå, íàøàòà çàäà÷à ìîæå äà ñå îïðîñòè àêî ïðåäïîëîæèì ÷å ñèñòåìàòà

å áëèçî äî ðàâíîâåñèå. Â òîçè ñëó÷àé, àìïëèòóäèòå ñà ìàëêè è ìîæåì äà ðàçâèåì

â ðåä ïî ñòåïåíèòå íà θ1 è θ2. Çà äîìàøíî, íàëîæåòå óñëîâèåòî çà ìàëêè úãëè â

îðèãèíàëíèÿ ëàãðàíæèàí (3.19) è ïîêàæåòå ÷å îò íåãî ñëåäâàò ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ:

l1θ̈1 +
m2l2

m1 +m2

θ̈2 + gθ1 = 0 (3.27)

l1θ̈1 + l2θ̈2 + gθ2 = 0. (3.28)

Íåêà äåôèíèðàìå

α ≡ m2

m1 +m2

, β ≡ l2
l1
, ω2

0 ≡
g

l1
, (3.29)

ùå ïîëó÷èì ñëåäíàòà ñèñòåìà îò çàöåïåíè óðàâíåíèÿ:

θ̈1 + αβθ̈2 + ω2
0θ1 = 0 (3.30)

θ̈1 + βθ̈2 + ω2
0θ2 = 0 (3.31)

Òàçè ñèñòåìà ìîæå äà áúäå ðåøåíà ïîñðåäñòâîì åäèí èíòåðåñåí òðèê. Íåêà âçåìåì

ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò ïúðâîòî óðàâíåíèå ïëþñ íÿêàêâà êîíñòàíòà, κ, ïî âòîðîòî:

(1 + κ)θ̈1 + (α + κ)βθ̈2 + ω2
0(θ1 + κθ2) = 0. (3.32)
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Íåêà ñåãà èçèñêàìå îòíîøåíèåòî íà êîåôèöèåíòèòå ïðåä θ2 è θ1 äà áúäå ñúùîòî êàòî

íà êîåôèöèåíòèòå ïðåä θ̈2 è θ̈1:

(α + κ)β

1 + κ
= κ⇒ κ± =

1

2
(β − 1)± 1

2

√
(1− β)2 + 4αβ. (3.33)

Ñåãà ñìå èçáðàëè κ = κ±. Òîãàâà óðàâíåíèåòî çà äâèæåíèå ìîæå äà áúäå çàïèñàíî

êàòî
d2

dt2
(θ1 + κ±θ2) = −

ω2
0

1 + κ±
(θ1 + κ±θ2) (3.34)

Äåôèíèðàéêè íîðìàëíè ìîäè

ξ± ≡ (θ1 + κ±θ2) (3.35)

ïîëó÷àâàìå

ξ̈± + ω2
±ξ± = 0, (3.36)

êúäåòî

ω± =
ω0√

1 + κ±
(3.37)

Òîåñò, ïðåìèíàâàéêè êúì òåçè "íîðìàëíè"êîîðäèíàòè ξ íèå ïîëó÷àâàìå äâå íåñ-

ïëåòåíè óðàâíåíèÿ çà äâèæåíèå (3.36), êîèòî ñà ïðîñòî óðàâíåíèÿ íà õàðìîíè÷åí

îñöèëàòîð ñ ÷åñòîòà ω±.
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Êëàñè÷åñêà ìåõàíèêà - Ëàãðàíæåâ ôîðìàëèçúì,

Âòîðà ×àñò

Èâî Èëèåâ

1 Îùå Çàäà÷è

Çàäà÷à 1 (Âèðèàëíà òåîðåìà (Êëàóçèóñ, 1870))

Âèðèàëíàòà òåîðåìà íè äàâà èíôîðìàöèÿ çà îñðåäíåíîòî ïî âðåìå äâèæåíèå íà åäíà

ìåõàíè÷íà ñèñòåìà. Äåôèíèðàìå âèðèàë:

G(q, p) =
∑
σ

pσqσ. (1.1)

Òîãàâà

dG

dt
=
∑
σ

(ṗσqσ + pσ q̇σ)

=
∑
σ

qσFσ +
∑
σ

q̇σ
∂L

∂q̇σ
(1.2)

Íåêà ïðåäïîëîæèì ÷å T = 1
2
Σσ,σ′Tσσ′ q̇σ q̇σ′ å õîìîãåííà ôóíêöèÿ îò ðåä k = 2 ïî q̇ è

÷å U å õîìîãåííà ôóíêöèÿ îò íóëåâ ðåä ïî q̇σ. Òîãàâà:∑
σ

q̇σ
∂L

∂q̇σ
=
∑
σ

q̇σ
∂T

∂q̇σ
= 2T, (1.3)

êîåòî ñëåäâà îò òåîðåìàòà íà Îéëåð çà õîìîãåííè ôóíêöèè êîÿòî ãëàñè ÷å çà õîìî-

ãåííà ôóíêöèÿ f(xi) îò ðåä n å èçïúëíåíî:

xi
∂f

∂xi
= nf(x) (Euler's Theorem for Homogeneous Functions) (1.4)

Ñåãà ðàçãëåæäàìå ñðåäíîòî ïî âðåìå íà Ġ çà ïåðèîä τ :〈
dG

dt

〉
=

1

τ

∫ τ

0

dt
dG

dt
=

1

τ
[G(τ)−G(0)] . (1.5)

Àêî G(t) å îãðàíè÷åíà, òîãàâà ãðàíèöàòà ïðè τ →∞ òðÿáâà äà èìàìå 〈Ġ〉 = 0. Âñÿêî

îãðàíè÷åíî äâèæåíèå (íàïðèìåð êàòî äâèæåíèåòî íà Çåìÿòà îêîëî Ñëúíöåòî) âîäè

äî 〈Ġ〉τ→∞ = 0. Íî òîãàâà îò (1.2) ñëåäâà〈
dG

dt

〉
= 2〈T 〉+

〈∑
σ

qσFσ

〉
= 0 (1.6)
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Îò êîåòî ñëåäâà:

〈T 〉 = −1

2

〈∑
σ

qσFσ

〉
=

1

2

〈∑
σ

qσ
∂U

∂qσ

〉

=
1

2

〈∑
i

ri · ∇iU(r1, · · · , rN)

〉
=

1

2
k〈U〉, (1.7)

êúäåòî íà ïîñëåäíèÿ ðåä îòíîâíî ñìå èçïîëçâàëè òåîðåìàòà íà Îéëåð çà õîìîãåííè

ôóíêöèè. Ôèíàëíî, òúé êàòî ïúëíàòà ìåõàíè÷íà åíåðãèÿ, T + U = E ñå çàïàçâà, òî

〈T 〉 =
kE

k + 2
, 〈U〉 =

2E

k + 2
. (1.8)

Çàäà÷à 2 Íåðàçòåãëèâà áåçìàñîâà íèøêà ñ äúëæèíà l ïðåìèíàâà ïðåç äóïêà â õî-

ðèçîíòàëíà ïîâúðõíîñò. Ìàòåðèàëíà òî÷êà ñ ìàñà m å çàêà÷åíà íà åäèíèÿ êðàé íà

íèøêàòà è ñå äâèæè ïî ìàñàòà à âòîðà ìàòåðèàëíà òî÷êà ñ ìàñà m âèñè çàêà÷åíà

íà äðóãèÿ êðàé. Ïðåäïîëàãàéêè ÷å â ñèñòåìàòà íÿìà íèêàêâî òðèåíå,

(à) çàïèøåòå ëàãðàíæèàíà çà ñèñòåìàòà.

(á) íàìåðåòå óñëîâèÿòà ïðè êîèòî âèñÿùàòàòà ìàòåðèàëíà òî÷êà áè îñòàíàëà

ñòàöèîíàðíà

(â) çàïî÷âàéêè îò êîíôèãóðàöèÿòà â òî÷êà á) ïðåäïîëîæåòå ÷å âèñÿùàòà ìàòå-

ðèàëíà òî÷êà å èçäúðïàíà ëåêî íàäîëó è ñëåä òîâà îñâîáîäåíà. Êîÿ âåëè÷èíà

ñå çàïàçâà ïðè òîçè ïðîöåñ?

(ã) íàìåðåòå ïîñëåäâàëîòî äâèæåíèå çà âèñÿùàòà ìàòåðèàëíà òî÷êà.

Ôèãóðà 1: Èëþñòðàöèÿ íà çàäà÷à 2. Íå ìîãà äà ðèñóâàì àìà õè÷

Ðåøåíèå:

(à) Íåêà ïúðâî íàìåðèì èçðàç çà êèíåòè÷íàòà åíåðãèÿ. Êèíåòè÷íàòà åíåðãèÿ å ñáîð

îò êèíåòè÷íèòå åíåðãèè íà äâåòå òåëà. Íåêà ïúðâî ðàçãëåäàìå âèñÿùîòî:

T1 =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) =

1

2
m( ˙−(1− r)

2
) =

1

2
mṙ2 (1.9)
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Íåêà çàïèøåì è êèíåòè÷íàòà åíåðãèÿ íà òÿëîòî âúðõó ïîâúðõíîñòòà, ïðåìèíà-

âàéêè â ïîëÿðíè êîîðäèíàòè r, φ:

T2 =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) =

1

2
m(ṙ2 + r2φ̇2). (1.10)

Ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ å íèùî ïîâå÷å îò ãðàâèòàöèîííèÿ ïîòåíöèàë

U = mg(r − l). (1.11)

Âå÷å ìîæåì äà íàïèøåì ëàãðàíæèàíà

L = T − U = mṙ2 +
1

2
mr2φ̇2 −mgr −���mgl, (1.12)

êúäåòî ñìå çàäðàñêàëè ïîñëåäíèÿ ÷ëåí çàùîòî òîé å êîíñòàíòà è íÿìà äà èìà

ïðèíîñ êúì óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå.

(á) Íåêà ñåãà ðàçïèøåì óðàâíåíèÿòà íà Ëàãðàíæ-Îéëåð:

d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
=

d

dt
(2mṙ) = 2mr̈ (1.13)

= mrφ̇2 −mg =
∂L

∂r
(1.14)

⇒ 2r̈ − rφ̇2 + g = 0 (1.15)

d

dt

(
∂L

∂φ̇

)
=

d

dt

(
mr2φ̇

)
= 2mr2φ̈ (1.16)

= 0 =
∂L

∂φ
(1.17)

⇒ mr2φ̇ = const = pφ. (1.18)

Òîåñò, ïîêàçàõìå ÷å úãëîâàòà ñêîðîñò å çàïàçâàùà ñå âåëè÷èíà.

Çàìåñòâàéêè (1.18) â (1.15) ïîëó÷àâàìå

r̈ =
p2φ

2m2r3
− g

2
. (1.19)

Àêî èñêàìå âèñÿùîòî òîï÷å äà å ñòàöèîíàðíî, òî çàäúëæèòåëíî r̈ = 0, òîåñò

r = r0. Ïî-òî÷íî:

r̈ = 0 =
pφ

2m2r30
− g

2
⇒ r30 =

p2φ
m2g

(1.20)

çàìåñòâàéêè pφ èìàìå:

r30 = r40
φ̇2

g
⇒ φ̇2r0 = g (1.21)

Òîåñò, êîãàòî φ̇2 = g/r0 ãðàâèòàöèîííîòî óñêîðåíèå ñå óðàâíîâåñÿâà îò öåíòðîñ-

òðåìèòåëíîòî.
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(â) Ïðåäïîëîæåòå ÷å äðúïíåì/áóòíåì âòîðîòî òÿëî ëåêî ïî âåðòèêàëíîòî íàïðàâ-

ëåíèå. Î÷åâèäíî òîâà íå ïðîìåíÿ âúðòÿùèÿ ìîìåíò íà ñèñòåìàòà, ñëåäîâàòåëíî

pφ ïðîäúëæàâà äà å çàïàçâàùà ñå âåëè÷èíà. Ìîæåì äà íàïèøåì òîâà ëåêî èç-

ìåíåíèå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

r = r0 + δr (1.22)

Çà äîìàøíî çàìåñòåòå (1.22) â èçðàçúò çà ëàãðàíæèàíà (1.12) ñëåä êîåòî íàìå-

ðåòå íîâèòå ëèíåàðèçèðàíè óðàâíåíèÿ çà äâèæåíèå ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèÿòà

íà Ëàãðàíæ-Îéëåð. Èçïîëçâàéêè ÷å (δr)2 = 0 òðÿáâà äà ïîëó÷èòå:

δ̈r = −g
2

+
p2φ

2m2r30︸ ︷︷ ︸
=0

−
2p2φ
m2r40

δr +O(δr2) (1.23)

δ̈r +
2p2φ
m2r40

δr = 0. (1.24)

Òîâà å óðàâíåíèå íà õàðìîíè÷åí îñöèëàòîð ñ ÷åñòîòà ω =
√
2pφ
mr20

. Òîãàâà:

δr(t) = A cos(ωt+ θ), (1.25)

êúäåòî A è θ ñà êîíñòàíòè, êîèòî ìîæåì äà îïðåäåëèì çà êîíêðåòíè íà÷àëíè

óñëîâèÿ. Òîåñò, ïîëó÷èõìå ÷å ìàëêà ïåðòóðáàöèÿ âúâ âåðòèêàëíîòî íàïðàâëå-

íèå íà âèñÿùàòà òî÷êà âîäè äî ïðîñòî òðåïòåíå, êîåòî ìîæåøå è äà ñå î÷àêâà.
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Êëàñè÷åñêà ìåõàíèêà - Ëàãðàíæåâ ôîðìàëèçúì,

Âòîðà ×àñò

Èâî Èëèåâ

1 Îùå Çàäà÷è

Çàäà÷à 1 Íåêà ðàçãëåäàìå ìàõàëî ñ ìàñà m, íî íåêà ñúùî ïðåäïîëîæèì, ÷å òî÷-

êàòà ìó íà îêà÷âàíå ñúùî å òÿëî ñ ìàñà M , êîåòî ìîæå äà ñå äâèæè â õîðèçîí-

òàëíîòî íàïðàâëåíèå. Òîâà òÿëî å çàêà÷åíî çà ïðóæèíêè ñ êîíñòàíòà k îò âñÿêà

ñòðàíà, íîñåùè ðåçóëòàíòíà âðúùàùà ñèëà −2kx âúðõó òî÷êàòà íà îêà÷âàíå.

(à) Èçïîëçâàéòå îáîáùåíèòå êîîðäèíàòè x (îòêëîíåíèåòî îò ðàâíîâåñíîòî ïî-

ëîæåíèå íà òÿëîòî ñ ìàñà M) è θ (úãúëúò íà îòìåñòâàíå íà ìàõàëîòî ñïðÿ-

ìî âåðòèêàëà) çà äà çàïèøåòå ëàãðàíæèàíà íà ñèñòåìàòà.

(á) Ðåøåòå çàäà÷àòà çà ìàëêè îñöèëàöèè.

Ðåøåíèå: Ïúðâàòà ñòúïêà å äà ïðåìèíåì îò äåêàðòîâèòå êîîðäèíàòè îïèñâàùè ìà-

õàëîòî â äàäåíèòå îáîáùåíè êîîðäèíàòè. Îò ÷åðòåæà âèæäàìå ÷å:

x1 = x+ l sin θ y1 = −l cos θ. (1.1)

Îò òóê ñëåäâà ÷å

ẋ1 = ẋ+ l cos θθ̇ ẏ1 = l sin θθ̇ (1.2)

Ñåãà ìîæåì äà çàïèøåì êèíåòè÷íàòà åíåðãèÿ:

T =
1

2
Mẋ2 +

1

2
m(ẋ21 + ẏ21) =

1

2
(M +m)ẋ2 +

1

2
ml2θ̇2 +ml cos θẋθ̇. (1.3)

1



Àêî âðúùàòà ñèëà å F = −2kx, òî òîãàâà ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ íà ïðóæèíèòå ùå

å kx2. Äîáàâÿéêè ãðàâèòàöèîííàòà ïîòåíöèàëíà åíåðãèÿ, ïîëó÷àâàìå:

U = kx2 −mgl cos θ, (1.4)

èëè çà ëàãðàíæèàíà:

L = T − U =
1

2
(M +m)ẋ2 +

1

2
ml2θ̇2 +ml cos θẋθ̇ +mgl cos θ − kx2 (1.5)

Óðàâíåíèÿòà íà Ëàãðàíæ-Îéëåð ñà:

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= (M +m)ẍ+ml cos θθ̈ −ml sin θθ̈2

= −2kx =
∂L

∂x
(1.6)

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
= ml2θ̈ +ml cos θẍ−�����

ml sin θẋθ̇

=�������
−ml sin θẋθ̇ −mgl sin θ = ∂L

∂θ
(1.7)

Îïðîñòÿâàéêè ìàëêî òåçè èçðàçè, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå:(
1 +

m

M

)
ẍ+

m

M
l cos θθ̈ − m

M
l sin θθ̇2 = −2k

M
x

lθ̈ + cos θẍ = −g sin θ (1.8)

Íåêà ïðåìèíåì êúì ìàëêè îñöèëàöèè - òîâà ùå ðå÷å ÷å îòìåñòâàíèÿòà x è θ ñà áëèçêè

äî íóëàòà, (x, θ) ≈ 0. Èìàìå ñëåäíèòå ëèíåàðèçèðàíè óðàâíåíèÿ:

(1 +
m

M
)ẍ+

m

m
lθ̈ +

2k

M
x = 0 (1.9)

ẍ+ lθ̈ + gθ = 0. (1.10)

Íåêà íàëó÷êàìå åäíî ðåøåíèå: (
x(t)

θ(t)

)
=

(
x0
θ0

)
e−iωt. (1.11)

Çàìåñòâàéêè â (1.10) ïîëó÷àâàìå:(
2k
M
− (1 + m

M
)ω2 −m

M
lω2

−ω2 g − lω2

)(
x0
θ0

)
= 0. (1.12)

Çà äà èìàìå íåòðèâèàëíî ðåøåíèå òðÿáâà äåòåðìèíàíòàòà äà å íóëà(
2k

M
− (1 +

m

M
ω2

)(
g − lω2

)
− m

M
lω4 = 0 (1.13)

⇒ lω4 −
((

1 +
m

M

)
g +

2k

M
l

)
ω2 +

2k

M
g = 0 (1.14)

Toâà å áèêâàäðàòíî óðàâíåíèå çà ω, ÷èèòî ðåøåíèÿ ëåñíî ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè.
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Êëàñè÷åñêà ìåõàíèêà - Ëàãðàíæåâ ôîðìàëèçúì,

Òðåòà (è ïîëîâèíà) ×àñò

Èâî Èëèåâ

1 Îùå Çàäà÷è

Çàäà÷à 1 Íåêà ðàçãëåäàìå ìàõàëî ñ ìàñà m, íî íåêà ñúùî ïðåäïîëîæèì, ÷å òî÷-

êàòà ìó íà îêà÷âàíå ñúùî å òÿëî ñ ìàñà M , êîåòî ìîæå äà ñå äâèæè â õîðèçîí-

òàëíîòî íàïðàâëåíèå. Òîâà òÿëî å çàêà÷åíî çà ïðóæèíêè ñ êîíñòàíòà k îò âñÿêà

ñòðàíà, íîñåùè ðåçóëòàíòíà âðúùàùà ñèëà −2kx âúðõó òî÷êàòà íà îêà÷âàíå.

(à) Èçïîëçâàéòå îáîáùåíèòå êîîðäèíàòè x (îòêëîíåíèåòî îò ðàâíîâåñíîòî ïî-

ëîæåíèå íà òÿëîòî ñ ìàñà M) è θ (úãúëúò íà îòìåñòâàíå íà ìàõàëîòî ñïðÿ-

ìî âåðòèêàëà) çà äà çàïèøåòå ëàãðàíæèàíà íà ñèñòåìàòà.

(á) Ðåøåòå çàäà÷àòà çà ìàëêè îñöèëàöèè.

Ðåøåíèå: Ïúðâàòà ñòúïêà å äà ïðåìèíåì îò äåêàðòîâèòå êîîðäèíàòè îïèñâàùè ìà-

õàëîòî â äàäåíèòå îáîáùåíè êîîðäèíàòè. Îò ÷åðòåæà âèæäàìå ÷å:

x1 = x+ l sin θ y1 = −l cos θ. (1.1)

Îò òóê ñëåäâà ÷å

ẋ1 = ẋ+ l cos θθ̇ ẏ1 = l sin θθ̇ (1.2)

Ñåãà ìîæåì äà çàïèøåì êèíåòè÷íàòà åíåðãèÿ:

T =
1

2
Mẋ2 +

1

2
m(ẋ21 + ẏ21) =

1

2
(M +m)ẋ2 +

1

2
ml2θ̇2 +ml cos θẋθ̇. (1.3)
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Àêî âðúùàòà ñèëà å F = −2kx, òî òîãàâà ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ íà ïðóæèíèòå ùå

å kx2. Äîáàâÿéêè ãðàâèòàöèîííàòà ïîòåíöèàëíà åíåðãèÿ, ïîëó÷àâàìå:

U = kx2 −mgl cos θ, (1.4)

èëè çà ëàãðàíæèàíà:

L = T − U =
1

2
(M +m)ẋ2 +

1

2
ml2θ̇2 +ml cos θẋθ̇ +mgl cos θ − kx2 (1.5)

Óðàâíåíèÿòà íà Ëàãðàíæ-Îéëåð ñà:

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= (M +m)ẍ+ml cos θθ̈ −ml sin θθ̈2

= −2kx =
∂L

∂x
(1.6)

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
= ml2θ̈ +ml cos θẍ−�����

ml sin θẋθ̇

= �������
−ml sin θẋθ̇ −mgl sin θ =

∂L

∂θ
(1.7)

Îïðîñòÿâàéêè ìàëêî òåçè èçðàçè, ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå:(
1 +

m

M

)
ẍ+

m

M
l cos θθ̈ − m

M
l sin θθ̇2 = −2k

M
x

lθ̈ + cos θẍ = −g sin θ (1.8)

Íåêà ïðåìèíåì êúì ìàëêè îñöèëàöèè - òîâà ùå ðå÷å ÷å îòìåñòâàíèÿòà x è θ ñà áëèçêè

äî íóëàòà, (x, θ) ≈ 0. Èìàìå ñëåäíèòå ëèíåàðèçèðàíè óðàâíåíèÿ:

(1 +
m

M
)ẍ+

m

m
lθ̈ +

2k

M
x = 0 (1.9)

ẍ+ lθ̈ + gθ = 0. (1.10)

Íåêà íàëó÷êàìå åäíî ðåøåíèå: (
x(t)

θ(t)

)
=

(
x0
θ0

)
e−iωt. (1.11)

Çàìåñòâàéêè â (1.10) ïîëó÷àâàìå:(
2k
M
− (1 + m

M
)ω2 −m

M
lω2

−ω2 g − lω2

)(
x0
θ0

)
= 0. (1.12)

Çà äà èìàìå íåòðèâèàëíî ðåøåíèå òðÿáâà äåòåðìèíàíòàòà äà å íóëà(
2k

M
− (1 +

m

M
ω2

)(
g − lω2

)
− m

M
lω4 = 0 (1.13)

⇒ lω4 −
((

1 +
m

M

)
g +

2k

M
l

)
ω2 +

2k

M
g = 0 (1.14)

Toâà å áèêâàäðàòíî óðàâíåíèå çà ω, ÷èèòî ðåøåíèÿ ëåñíî ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè.
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2 Òåîðåìà íà Íüîòåð è Õàìèëòîíèàí

Âå÷å ñòå äèñêóòèðàëè òåîðåìàòà íà Íüîòåð íà ëåêöèè. Íàé-ïðîñòî êàçàíî, òÿ òâúðäè

÷å àêî ñúùåñòâóâà íÿêàêâà íåïðåêúñíàòà òðàíñôîðìàöèÿ êîÿòî çàïàçâà ëàãðàíæè-

àíòà èíâàðèàíòåí, òî íà íåÿ îòãîâàðÿ çàêîí çà çàïàçâàíå. Íÿêîé îò âàñ îáà÷å ìîãàò

äà ñè çàäàäàò âúïðîñà - íå å ëè òàçè äåôèíèöèÿ òâúðäå ðåñòðèêòèâíà, íå òðÿáâà

ëè äà íàñòîÿâàìå íå çà èíâàðèàíòíîñò íà ëàãðàíæèàíà L, à íà äåéñòâèåòî S1? Íåêà

ðàçãëåäàìå òîçè âúïðîñ.

Ïðåäïîëàãàìå ÷å S å èíâàðèàòíî ïîä:

t→ t̃(q, t, ε)qσ → q̃σ(q, t, ε). (2.1)

Àêî èñêàìå S äà å èíâàðèàíòíî, òî:

S =

∫ tb

ta

dtL(q, q̇, t) =

∫ t̃b

t̃a

dtL(q, q̇, t̃). (2.2)

Oòáåëåæåòå ÷å t å ïðîñòî èíòåãðàöèîííà ïðîìåíëèâà, íÿìà çíà÷åíèå äàëè ÿ ïèøåì

t èëè t̃. Òîâà êîåòî ñå èçìåíÿ îáà÷å ïðè òðàíñôîðìàöèÿòà ñà êðàéíèòå òî÷êè íà

èíòåãðàëà. Íåêà ñåãà ïðåäïîëîæèì, ÷å òðàíñôîðìàöèÿòà å èíôèíèòèçåìàëíà, δt =

t̃− t, δq = q̃(t̃)− q(t) ñà ìàëêè. Òîãàâà:

S =

∫ tb

ta

dtL(q, q̇, t) =

∫ tb+δtb

ta+δta

dt

{
L(q, q̇, t) +

∂L

∂qσ
δ̄qσ +

∂L

∂q̇σ
¯̇
σq + · · ·

}
, (2.3)

êúäåòî

δ̄qσ ≡ q̃σ(t)− qσ(t)

= q̃σ(t̃)− q̃σ(t̃) + q̃σ(t)− qσ(t)

= δqσ − q̇σδt+O(δqδt). (2.4)

Èçâàæäàéêè (2.3) îò (2.2) ïîëó÷àâàìå:

0 = Lbδtb − Laδta +
∂L

∂q̇σ

∣∣∣
b
δ̄qσ,b −

∂L

∂q̇σ

∣∣∣
b
δ̄qσ,a +

∫ tb+δtb

t+δta

dt

{
∂L

∂qσ
− d

dt

(
∂L

∂q̇σ

)}
δ̄qσ(t)

=

∫ tb

ta

dt
d

dt

{(
L− ∂L

∂q̇σ
q̇σ

)
δt+

∂L

∂q̇σ
δqσ

}
, (2.5)

êúäåòî La,b(q, q̇, t) å ïðåñìåòíàòî â òî÷êàòà t = ta,b. Àêî ïàðàìåòúðà íà òðàíñôîðìà-

öèÿòà å èíôèíèòèçåìàëåí ε = δε è

δt = A(q, t)δε

δqσ = Bσ(q, t)δε, (2.6)

òî çàïàçâàùèÿò ñå çàðÿä å

Λ =

(
L− ∂L

∂q̇σ
q̇σ

)
A(q, t) +

∂L

∂q̇σ
Bσ(q, t)

1Ïî-ñêîðî äà íàñòîÿâàìå ÷å S ñå èçìåíÿ ñàìî ñ ôóêíöèÿ íà êðàéíèòå òî÷êè.
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= −H(q, p, t)A(q, t) + pσBσ(q, t), (2.7)

êúäåòî ñìå âúâåëè:

H = pσ q̇σ − L, (2.8)

è ñìå èçðàçèëè H êàòî ôóíöêöèÿ íà èìïóëñèòå pσ, êîîðäèíàòèòå qσ è âðåìåòî t. Àêî

A = 0 òî ïîëó÷àâàìå òîâà êîåòî î÷àêâàìå çà çàïàçâàùèÿ ñå çàðÿä àêî áÿõìå ïðîñòî

ïðåäïîëîæèëè èíâàðèàíòíîñò íà L. Çàáåëåæåòå ÷å àêî èñêàìå H äà å çàïàçâàùà ñå

âåëè÷èíà, Λ = H, òî A = 1, Bσ = 0. Òîåñò, H ùå ñå çàïàçâà àêî èìàìå èíâàðèàíòíîñò

ïðè âðåìåâè òðàíñëàöèè t → t + ε. Êàêòî âå÷å çíàåòå, òàçè ôóíêöèÿ H ñå íàðè÷à

Õàìèëòîíèàí.

Çàäà÷à 2 Âÿðíî ëè å ÷å H = T + U?

Ðåøåíèå: Ïîíÿêîãà ñå ïðàâè ãðåøíîòî òâúðäåíèå, ÷å õàìèëòîíèàíà å ïðîñòî H =

T+U èëè ÷å õàìèëòîíèàíà å ïúëíàòà ìåõàíè÷íà åíåðãèÿ íà ñèñòåìàòà. Íåêà ïîêàæåì

êîãà òîâà òâúðäåíèå å âÿðíî è êîãà íå å:

Â íàé-îáù âèä êèíåòè÷íàòà åíåðãèÿ èìà âèäà2 :

T = T2 + T1 + T0

=
1

2
T

(2)
σσ′(q, t)q̇σ q̇σ′ + T (1)

σ (q, t)q̇σ + T (0)(q, t), (2.9)

êúäåòî T (n)(q, q̇, t) å õîìîãåííà ôóíêöèÿ îò ðåä n íà ñêîðîñòèòå. Íåêà ïðåäïîëîæèì,

÷å ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ èìà âèäà:

U = U1 + U0 = U (1)
σ (q, t)q̇σ + U (0)(q, t), (2.10)

êîåòî ïîçâîëÿ äà èìàìå ñèëè çàâèñåùè îò ñêîðîñòèòå, êàêâàòî íàïðèìåð å Ëîðåíöî-

âàòà ñèëà. Ëàãðàíæèàíúò òîãàâà èìà âèäà:

L = T − U =
1

2
T

(2)
σσ′(q, t)q̇σ q̇σ′ + T (1)

σ (q, t)q̇σ + T (0)(q, t)− U (1)
σ (q, t)q̇σ − U (0)(q, t). (2.11)

Êàíîíè÷íèÿò èìïóëñ îòãîâàðÿù íà qσ å

pσ =
∂L

∂q̇σ
= T

(2)
σσ′(q, t)q̇σ′ + T (1)

σ (q, t)−−U (1)
σ (q, t). (2.12)

Îáðúùàéêè òàçè çàâèñèìîñò ïîëó÷àâàìå

q̇σ = T
(2)
σσ′

−1
(
pσ′ − T (1)

σ′ + U
(1)
σ′

)
. (2.13)

Âå÷å ìîæåì äà èçâåäåì Õàìèëòîíèàíà:

H = pσ q̇σ − L

=
1

2
T

(2)
σσ′

−1 (
pσ − T (1)

σ + U (1)
σ

) (
pσ′ − T (1)

σ′ + U
(1)
σ′

)
− T0 + U0

= T2 − T0 + U0. (2.14)

Àêî 0, T1 è U1 ñà íóëåâè, òîåñò àêî T (q, q̇, t) å õîìîãåííà ôóíêöèÿ îò âòîðà ñòåïåí

íà îáîáùåíèòå ñêîðîñòòè, è U(q, t) íå çàâèñè îò ñêîðîñòèòå, òî H = T + U , òîåñò

õàìèëòîíèàíúò å ðàâåí íà ïúëíàòà ìåõàíè÷íà åíåðãèÿ. Íî àêî T0 èëè 1 ñà íåíóëåâè,

èëè ïîòåíöèàëúò çàâèñè îò ñêîðîñòèòå, òîãàâà H 6= T + U .

2Àêî íå ñòå ñèãóðíè çàùî å òàêà, âèæòå òóê: https://en.wikipedia.org/wiki/Scleronomous
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Çàäà÷à 3 Çàðåäåíà ÷àñòèöèà â ìàãíèòíî ïîëå

Íåêà ðàçãëåäàìå çàðåäåíà ÷àñòèöà äâèæåùà ñå â EM ïîëå. Ïîòåíöèàëíàòà è åíåðãèÿ

å:

U(r, ṙ) = qφ(r, t)− q

c
A(r, t) · ṙ. (2.15)

Âèæäàìå ÷å ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ çàâèñè îò ñêîðîñòòà. Êèíåòè÷íàòà åíåðãèÿ, êàêòî

âèíàãè å T = 1
2
mṙ2. Òóê φ(r) å ñêàëàðíèÿò ïîòåíöèàë è A(r) å âåêòîðíèÿ ïîòåíöèàë.

Òå ñà ñâúðçàíè ñ åëåêðè÷íîòî è ìàãíèòíîòî ïîëå ïîñðåäñòâîì:

E = −∇φ− 1

c

∂A

∂t
, B = ∇×A. (2.16)

Êàíîíè÷íèÿ èìïóëñ å òîãàâà:

p =
∂L

∂ṙ
= mṙ +

q

c
A, (2.17)

è îòòóê õàìèëòîíèàíà å (ïðîïóñêàì íÿêîëêî ñòúïêè êîèòî âèå ùå òðÿáâà äà ñè íàïðà-

âèòå)

H(r,p, t) = p · ṙ− L =
1

2m

(
p− q

c
A(r, t)

)2
+ qφ(r, t). (2.18)

Àêî A è φ íå çàâèñÿò îò âðåìåòî, òî H(r,p) e çàïàçâàùà ñå âåëè÷èíà. Íåêà íàìåðèì

óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå. Èìàìå

d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
=
∂L

∂r
⇒

mr̈ +
q

c

dA

dt
= −q∇φ+

q

c
∇(A · ṙ)⇒

mẍi +
q

c

∂Ai
xj

ẋj +
q

c

∂Ai
∂t

= −q ∂φ
∂xi

+
q

c

∂Aj
∂xi

ẋj ⇒

mẍi = −q ∂φ
∂xi
− q

c

∂Ai
∂t

+
q

c

(
∂Aj
∂xi
− ∂Ai
∂xj

)
ẋj. (2.19)

Ïîëåçíî å äà èçðàçèì âåêòîðíîòî ïðîèçâåäåíèå â òåðìèíè íà òåíçîðà íà Ëåâè-×åâèòà:

Bi = εijk
∂Ak
∂xj

. (2.20)

Çíàåì ñúùî ÷å

εijkεimn = δjmδkn − δjnδkm, (2.21)

òîåñò εijkBi = ∂Ak/∂xj − ∂Aj/∂xk. Òîãàâà ìîæåì äà çàïèøåì:

mẍi = −q ∂φ
∂xi
− q

c

∂Ai
∂t

+
q

c
εijkẋjBk. (2.22)

Âúâ âåêòîðåí çàïèñ òîâà èçãëåæäà ïî ñëåäíèÿò íà÷èí:

mr̈ = −q∇φ− q

c

∂A

∂t
+
q

c
r̈ × (∇×A) (2.23)

Èëè ôèíàëíî

mr̈ = qE +
q

c
ṙ×B , (2.24)

êîåòî å è çàêîíà çà ëîðåíöîâà ñèëà, êàêòî î÷àêâàõìå.
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Êëàñè÷åñêà ìåõàíèêà - Ìåõàíèêà ñ Âðúçêè

Èâî Èëèåâ

1 Âðúçêè è çàêîíè çà çàïàçâàíå

Âèäÿõìå ÷å èíâàðèàíòíîñòòà íà Ëàãðàíæèàíà îòíîñíî åäíîïàðàìåòðè÷íî ñåìåéñ-

òâî îò êîîðäèíàòíè òðàíñôîðìàöèè âîäè äî ñúîòâåòíà çàïàçâàùà ñå âåëè÷èíà A.

Âèäÿõìå ñúùî, ÷å àêî íÿìàìå åêñïëèöèòíà çàâèñèìîñò îò âðåìåòî â Ëàãðàíæèàíà

òîâà êîåòî ñå çàïàçâà å Õàìèëòîíèàíà H. Ïðè èçâåæäàíåòî íà òåçè ðåçóëòàòè îáà÷å

èçïîëçâàõìå óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå ṗσ = Fσ. Êàêâî ùå ñå ïîëó÷è àêî èìàìå âðúç-

êè, òîåñò àêî ṗσ = Fσ + Qσ? Íåêà çàïî÷íåì ñ Õàìèëòîíèàíà. Èìàìå H = q̇σpσ − L
ñëåäîâàòåëíî:

dH

dt
=

(
pσ −

∂L

∂q̇σ

)
q̈σ +

(
ṗσ −

∂L

∂qσ
q̇σ

)
− ∂L

∂t

= Qσ q̇σ −
∂L

∂t
. (1.1)

Èçïîëçâàéêè

Qσ q̇σ = λjgjσ q̇σ = −λjhj, (1.2)

ïîëó÷àâàìå:
dH

dt
= −λjhj −

∂L

∂t
. (1.3)

Ìîæåì äà çàêëþ÷èì ÷å â ñèñòåìà ñ âðúçêè îò âèäà gjσ q̇σ +hj = 0, Õàìèëòîíèàíúò ñå

çàïçâà àêî âñÿêî hj = 0 è L íå çàâèñè åêñïëèöèòíî îò âðåìåòî. Â ñëó÷àé íà õîëîíîìíè

âðúçêè, hj =
∂Gj

∂t
, òî H ñå çàïàçâà àêî íèòî L, íèòî íÿêîÿ îò âðúçêèòå Gj çàâèñè

åêñïëèöèòîíî îò âðåìåòî. Íåêà ñåãà èçâåäåì òåîðåìàòà íà Íüîòåð çà ñèñòåìàòà ñ

âðúçêè. Ïðåäïîëàãàìå ÷å åäíîïàðàìåòðè÷íî ñåìåéñòâî îò òðàíñôîðàìöèè qσ → q̃σ(ε)

îñòàâÿ L èíâàðèàíòåí. Òîãàâà:

0 =
dL

dε
=
∂L

∂q̃σ

∂q̃σ
∂ε

+
∂L

∂ ˙̃qσ

∂ ˙̃qσ
∂ε

= ( ˙̃pσ − Q̃σ)
∂q̃σ
∂ε

+ p̃σ
d

dt

(
∂q̃σ
∂ε

)
=

d

dt
(p̃σ

∂q̃σ
∂ε
− λj g̃jσ

∂q̃σ
∂ε

).

Íåêà çàïèøåì âðúçêèòå â äèôåðåíöèàëíà ôîðìà

g̃jσdq̃σ + h̃jdt+ k̃jdε = 0. (1.4)
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Ôèãóðà 1: Öèëèíäúð òúðêàëÿù ñå ïî äðóã öèëèíäúð

Èìàìå:
dΛ

dt
= λj k̃j. (1.5)

Ãîðíèÿò èçðàç òâúðäè, ÷å àêî âðúçêèòå íå çàâèñÿò îò ε, òî Λ ñå çàïàçà. Çà õîëîíîìíè

âðúçêè òîâà îçíà÷àâà, ÷å

Gj(q̃(ε), t) = 0⇒ k̃j =
∂Gj

∂ε
= 0, (1.6)

òîåñò Gj(q̃, t) íÿìà åêñïëèöèòíà çàâèñèìîñò îò ε.

2 Ïðèìåðè è ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1 (Öèëèíäúð òúðêàëÿù ñå ïî äðóã öèëèíäúð) Ðàçãëåäàéòå ñèñòåìà-

òà íà Ôèãóðà (1), çà êîÿòî ñà äåôèíèðàíè äâå âðúçêè:

G1(r, θ1, θ2) = r −R− a = 0 (öèëèíäðèòå ñå äîêîñâàò)

G2(r, θ1, θ2) = Rθ1 − a(θ2 − θ1) = 0 (íÿìàìå ïðèïëúçâàíå). (2.1)

Ðåøíèå: Âåäíàãà ìîæåì äà îðãàíèçèðàìå ìàòðèöàòà gjσ:

gjσ =

(
1 0 0

0 R + a −a

)
, (2.2)

êîåòî èäâà ðàçáèðà ñå îò ôàêòà ÷å:

∂G1

∂r
= 1 ∂G1

∂θ1
= 0 ∂G1

∂θ2
= 0

∂G2

∂r
= 0 ∂G2

∂θ1
= R + a ∂G2

∂θ2
= −a.

(2.3)

Ëàãðàíæèàíúò å

L = T − U =
1

2
M

(
ṙ2 + r2θ̇21

)
+

1

2
Iθ̇22 −Mgr cos θ1, (2.4)
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êúäåòî M è I ñà ñúîòâåòíî ìàñàòà è èíåðöèàëíèÿò ìîìåíò íà òúðêàëÿùèÿò ñå öè-

ëèíäúð. Îòáåëåæåòå ÷å êèíåòè÷íàòà åíåðãèÿ å ñáîð îò òðàíñëàöèè ñïðÿìî öåíòúðà

íà ìàñèòå Ttr = 1
2
M(ṙ2 + r2θ̇21) è âúðòåíå îòíîñíî öåíòúðà íà ìàñèòå Trot = 1

2
θ̇22.

Óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå ñå ïîëó÷àâàò:

Mr̈ −Mrθ̇21 +Mg cos θ1 = λ1 ≡ Qr (2.5)

Mr2θ̈1 + 2Mrṙθ̇1 −Mgr sin θ1 = (R + a)λ2 ≡ Qθ1 (2.6)

Iθ̈2 = −aλ2 ≡ Qθ2 . (2.7)

Äîáàâÿéêè êúì òåçè óðàâíåíèÿ âðúçêèòå ïîëó÷àâàìå ñèñòåìà îò 5 óðàâíåíèÿ çà 5-òå

íåèçâåñòíè. Çàïî÷âàìå êàòî ïúðâî ðåøàâàìå âðúçêèòå, êîèòî íè äàâàò r = R+a êàòî

êîíñòàíòà òîåñò ṙ = 0 è θ̇2 = (1+ R
a

)θ̇1. Çàìåñòâàéêè â ãîðíèòå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àâàìå:

−M(R + a)θ̇21 +Mg cos θ1 = λ1 (2.8)

M(R + a)2θ̈1 −Mg(R + a) sin θ1 = (R + a)λ2 (2.9)

I

(
R + a

a

)
θ̈1 = −aλ2. (2.10)

Ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå íè äàâà:

λ2 = −I
a
θ̈2 = −R + a

a2
Iθ̈1, (2.11)

êîåòî çàìåñòâàéêè ïúê âúâ âòîðîòî óðàâíåíèå îò (2.10) ïîëó÷àâàìå:(
M +

I

a2

)
(R + a)2θ̈1 −Mg(R + a) sin θ1 = 0. (2.12)

Óìíîæàâàéêè ïî θ̇1, ïîëó÷àâàìå ïúëåí äèôåðåíöèàë, êîéòî èíòåãðèðàéêè äîâåæäàìå

äî:
1

2
M

(
1 +

I

Ma2

)
θ̇21 +

Mg

R + a
cos θ1 =

Mg

R + a
cosω, (2.13)

êúäåòî ñìå ïðåäïîëîæèëè ÷å θ̇1 = 0 êîãàòî θ1 = ω, òîåñò, ÷å â íà÷àëíèÿò ìîìåíò

òúðêàëÿùèÿò ñå öèëèíäúð å ïîñòàâåí íà θ1 = ω è å â ïîêîé. Çàìåñòâàéêè òîâà â

ïúðâîòî óðàâíåíèå îò (2.10) ïîëó÷àâàìå çà ðàäèàëíàòà ñèëà íà âðúçêàòà:

Qr =
Mg

1 + α
{(3 + α) cos θ1 − 2 cosω} , (2.14)

êúäåòî α = I/Ma2 å áåçðàçìåðåí ïàðàìåòúð (0 ≤ α ≤ 1). Òîâà å ðàäèàëíàòà êîì-

ïîíåíòà íà íîðìàëíàòà ñèëà ìåæäó äâàòà öèëèíäúðà. Êîãàòî Qr å íóëà öèëèíäðèòå

ñïèðàò äà ñå äîêîñâàò - òúðêàëÿùèÿò ñå öèëèíäúð ïàäà â íåáèòèåòî :D . Î÷åâèäíî

òîâà ñå ñëó÷âà ïðè úãúë θ1 = θ′1, êúäåòî

θ′1 = arccos

(
2 cosω

3 + α

)
. (2.15)

Úãúëúò íà îòäåëÿíå θ′1 å ðàñòÿùà ôóíêöèÿ íà α, êîåòî îçíà÷àâà ÷å çà ïî-ãîëÿì

èíåðöèàëåí ìîìåíò I îòäåëÿíåòî ñå çàáàâÿ. Òîâà èìà ñìèñúë, òúé êàòî êîãàòî I å

ãîëÿìî, óâåëè÷àâàíåòî íà êèíåòè÷íà åíåðãèÿ ñå ðàçïðåäåëÿ ìåæäó òðàíñëàöèîííî è

ðîòàöèîííî äâèæåíèå íà öèëèíäúðà.
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Ôèãóðà 2: Íàêëîíåíàòà ðàâíèíà è äèñêúò òúðêàëÿù ñå ïî íåÿ

Çàäà÷à 2 (Ñêèîð ïî õúëì) Ïðåäñòàâåòå ñè ÷å ñêèîð ñå äâèæè áåç òðèåíå ïîä

âëèÿíèå íà ãðàâèòàöèÿ ïî õúëì ñ ïðîôèë ôóíêöèÿòà y = h(x). Ëàãðàíæèàíúò çà

òàçè ñèñòåìà å:

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)−mgy, (2.16)

ñ (õîëîíîìíà) âðúçêà:

G(x, y) = y − h(x) = 0. (2.17)

Çà äîìàøíî ñå îïèòàéòå äà ðåøèòå òàçè çàäà÷à è äà íàìåðèòå êîãà ñêèîðúò áè ñå

îòäåëèë îò çåìÿòà. Ñëåä íÿêîëêî äíè ùå âè ïðàòÿ ðåøåíèå. Çàäà÷àòà íå å îñîáåíî

ëåêà, íî ñïîðåä ìåí å èíòåðåñíà.

Çàäà÷à 3 (Äèñê òúðêàëÿù ñå ïî íàêëîíåíà ðàâíèíà) Äèñê ñ ìàñà m è ðàäèóñ

R ñå òúðêàëÿ áåç ïðèïëúçâàíå ïî íàêëîíåíà ðàâíèíà. Ðàâíèíàòà èìà úãúë íà ðàç-

òâàðÿíå α , ìàñà M è ñàìàòà òÿ ñå ïúðçàëÿ áåç òðèåíå ïî õîðèçîíòàëíà ïëîñêîñò.

Îïèøåòå äâèæåíèåòî íà ñèñòåìàòà.

Ðåøåíèå: Ñêåöèðàëè ñìå ñèñòåìàòà íà Ôèãóðà (2). Öåíòúðúò íà äèñêà ñå íàìèðà

íà êîîðäèíàòè:

x = X + s cosα− a sinα (2.18)

y = s sinα + a cosα, (2.19)

êúäåòî X å ïîçèöèÿòà íà äîëíèÿ ëÿâ úãúë íà êëèíà è s å îòñòîÿíèåòî ïî êëèíà äî

äîïèðíàòà òî÷êà íà äèñêà. Àêî äèñêà ñå å çàâúðòÿ íà úãúë θ, óñëîâèåòî çà ëèïñà íà

ïðèïëúçâàíå å aθ̇ + ṡ = 0. Òîãàâà:

L =
1

2
MẊ2 +

1

2
m(ẋ2 + ẏ2) +

1

2
Iθ̇2 −mgy

=
1

2

(
m+

I

a2

)
ṡ2 +

1

2
(M +m)Ẋ2 +m cosαẊṡ−mgs sinα−mga cosα. (2.20)

Òúé êàòî X e öèêëè÷íà êîîðäèíàòà â L, èìïóëñúò

PX = (M +m)Ẋ +m cosαṡ, (2.21)

ñå çàïàçâà: ṖX = 0. Âòîðîòî óðàâíåíèå çà äâèæåíèå, îòãîâàðÿùî íà îáîáùåíàòà

êîîðäèíàòà s, e (
1 +

I

ma2

)
s̈+ cosαẌ = −g sinα. (2.22)
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Èçïîëçâàéêè çàâàçâàíåòî íà PX , ìîæåì äà åëèìèíèðàìå s̈ è äà ïîëó÷èì:

Ẍ =
g sinα cosα

(1 + M
m

)(1 + I
ma2

)− cos2 α
≡ aX (2.23)

êîåòî âîäè äî:

s̈ = −
g
(
1 + M

m

)
sinα

(1 + M
m

)(1 + I
ma2

)− cos2 α
≡ as. (2.24)

Ñëåäâà äèðåêòíî:

X(t) = X(0) + Ẋ(0)t+
1

2
aXt

2 (2.25)

s(t) = s(0) + ṡ(0)t+
1

2
ast

2. (2.26)

Îòáåëåæåòå ÷å as < 0 äîêàòî aX > 0, òîåñò äèñêà ñå òúðêàëÿ íàäîëó è íàëÿâî, äîêàòî

êëèíà ñå ïëúçãà íàäÿñíî. Ñúùî, ìàêàð äà ñìå ñìåòíàëè èíåðöèàëíèÿò ìîìåíò çà

îáùèÿ ñëó÷àé, àêî èñêàìå äà ñå ðåñòðèêòèðàìå äî äèñê ìîæåì äà ïîëîæèì I = 1
2
ma2.

P.S. Èìà âåðîÿòíîñò ìîèòå îçíà÷åíèÿ äà ñå ðàçëè÷âàò îò òåçè, êîèòî ñòå ïîëçâàëè

íà ëåêöèè. Ìîëÿ äà ìè ïèøåòå àêî çàäà÷èòå ñà íåðàçáèðàåìè è ùå ñå ïîñòàðàÿ äà

îáÿñíÿ âñè÷êèòå ñè îçíà÷åíèÿ - Èâî.
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Êëàñè÷åñêà ìåõàíèêà - Ìåõàíèêà ñ Âðúçêè 2

Èâî Èëèåâ

1 Oùå çàäà÷è

Çàäà÷à 1 (Ìàõàëî ñ ãúâêàâà íèøêà) Ìàòåðèàëíà òî÷êà ñ ìàñà m å çàêðåïåíà

çà ãúâêàâà íèøêà ñ äúëæèíà l â ïðèñúñòâèåòî íà åäíîðîäíî ãðàâèòàöèîííî ïîëå.

Äîêàòî ñòîè íåïîäâèæíà â ðàâíîâåñíî ïîëîæåíèå, òÿ å óäàðåíà ñòðàíè÷íî, äîâåæ-

äàéêè äî úãëîâà ñêîðîñò ω0. Ðàçãëåæäàéêè ñèñòåìàòà êàòî ñèñòåìà ñ äâå ñòåïåíè

íà ñâîáîäà è âðúçêà, îòãîâîðåòå íà ñëåäíèòå âúïðîñè:

(à) Íàïèøåòå ëàãðàíæèàíúò, óðàâíåíèåòî íà âðúçêàòà è íàìåðåòå óðàâíåíèÿòà

çà äâèæåíèå

(á) Èç÷èñëåòå ñèëàòà íà îïúí íà íèøêàòà êàòî ôóíêöèÿ íà úãúëà íà îòêëîíåíèå

θ.

(â) Ïîêàæåòå, ÷å àêî ω2
0 < 2g/l, òî äâèæåíèåòî íà ìàòåðèàëíàòà òî÷êà å îãðà-

íè÷åíî ïîä õîðèçîíòàëàòà, è ÷å îïúíà íà íèøêàòà å âèíàãè ïîëîæèòåëåí (äå-

ôèíèðàíî òàêà ÷å "ïîëîæèòåëíî" îçíà÷àâà, ÷å íèøêàòà "äúðïà" òî÷êàòà à

îòðèöàòåëíî - ÷å íèøêàòà "áóòà" òî÷ê÷àòà). Îòáåëåæåòå, ÷å ðàçëèêàòà

ìåæäó íèøêà è íåäåôîðìèðóåìà ïðú÷êà å, ÷å íèøêàòà ìîæå ñàìî äà "äúð-

ïà" , äîêàòî ïðú÷êàòà ìîæå äà "äúðïà" èëè äà "áóòà". Òîåñò, àêî ñèëàòà

íà îïúí íà íèøêàòà ñòàíå îòðèöàòåëíà, òÿ áè ïðîñòî ñå "ðàçìåêíàëà" è íå

áè ó÷àñòâàëà â äâèæåíèåòî (ïðåäñòàâåòå ñè ïàäàùà òîïêà ñ íèøêà âúðçàíà

êúì çåìÿòà - íèøêàòà íå èãðàå ðîëÿ êîãàòî íå å îïúíàòà).

(ã) Ïîêàæåòå, ÷å àêî 2g/l < ω2
0 < 5g/l òî ìàòåðèàëíàòà òî÷êà ñå èçêà÷âà íàä

õîðèçîíòàëàòà è íèøêàòà ñå ðàçìåêâà (îïúíà èç÷åçâà) ïðè úãúë θ∗. Íàìåðåòå

òîçè úãúë.

(ä) Ïîêàæåòå, ÷å àêî ω2
0 > 5g/l, ñèëàòà íà îïúí âèíàãè å ïîëîæèòåëíà. Èñòèíà

ëè å ÷å òîãàâà èìàìå êðúãîâî äâèæåíèå?

Ðåøåíèå:

(à) Äèðåêòíî ìîæåì äà íàïèøåì ëàãðàíæèàíúò:

L =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2) +mgr cos θ. (1.1)
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Âðúçêàòà å ìíîãî ïðîñòà â íàøèòå ïîëÿðíè êîîðäèíàòè: r = l. Òîãàâà óðàâíå-

íèÿòà çà äâèæåíèå ñà:

mr̈ −mrθ̇2 −mg cos θ = λ

mr2θ̈ + 2mrṙθ̇ −mg sin θ = 0. (1.2)

(á) Îò çàêîíà çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà èìàìå:

1

2
ml2θ̇2 −mgl cos θ =

1

2
ml2θ̇20 −mgl cos θ0. (1.3)

Ïî óñëîâèå θ0 = 0, θ̇0 = ω0. Òîãàâà:

θ̇2 = ω2
0 − 2Ω2(1− cos θ), (1.4)

êúäåòî ñìå îçíà÷èëè Ω =
√
g/l. Çàìåñòâàéêè òîâà â óðàâíåíèåòî çà λ ïîëó÷à-

âàìå:

λ = mg

{
2− 3 cos θ − ω2

0

Ω2

}
. (1.5)

(â) Òúé êúòî θ̇2 ≥ 0, òî òðÿáâà äà å âàëèäíî:

ω2
0

2Ω2
≥ 1− cos θ. (1.6)

Íèøêàòà ñå ðàçìåêâà ïðè λ = 0, èëè

ω2
0

2Ω2
= 1− 3

2
cos θ. (1.7)

Òîãàâà, àêî ω2
0 < 2Ω2, èìàìå:

1 >
ω2
0

2Ω2
> 1− cos θ > 1− 3

2
cos θ, (1.8)

òîåñò, âðúâ÷èöàòà íèêîãà íå ñå ðàçìåêâà. Çàáåëåæåòå, ÷å ïîñëåäíîòî òúæäåñòâî

ñëåäâà îò cos θ > 0. Âðúâ÷èöàòà ñå èçäèãà äî ìàêñèìàëåí úãúë:

θmax = arccos

(
1− ω2

0

2Ω2

)
. (1.9)

(ã) Êîãàòî ω2 > 2Ω2, âðúâ÷èöàòà ñå èçäèãà íàä õîðèçîíàòàëàòà è ñå ðàçìåêâà íà

úãúë

θ∗ = arccos

(
2

3
− ω2

0

3Ω2

)
. (1.10)

Òîâà ðåøåíèå ñå îñèðà, êîãàòî âðúâ÷èöàòà íå ñå å ðàçìåêíàëà ïðè θ = π, òîåñò

êîãàòî ω2
0 = 5Ω2.

(ä) Çà ω2
0 > 5Ω2 âðúâ÷èöàòà íèêîãà íå ñå ðàçìåêâà. Îùå ïîâå÷å θ̇ íèêîãà íå ñòàâà

ðàâíî íà íóëà. Ñëåäîâàòåëíî, ìàõàëîòî îïèñâà êðúãîâè äâèæåíèÿ, ìàêàð è íå

ñ ïîñòîÿííà úãëîâà ñêîðîñò.
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Çàäà÷à 2 Åäíîðîäíà "ñòúëáà" ñ äúëæèíà l è ìàñà m å ïîñòàâåíà íà ãëàäúë õî-

ðèçîíòàëåí ïîä, îáëåãíàòà íà ãëàäêà õîðèçîíòàëíà ñòåíà. Â íà÷àëíèÿ ìîìåíò

ñòúëáàòà å â ïîêîé è ñêëþ÷âà úãúë θ0 ñïðÿìî õîðèçîíòàëàòà.

(à) Íàïðàâåòå ñìèëñåí èçáîð çà îáîáùåíè êîîðäèíàòè è íàìåðåòå ëàãðàíæèàíà.

(á) Äîêàæåòå, ÷å êîãàòî ñòúëáàòà ñïèðà äà ñå äîïèðà äî ñòåíàòà, ãîðíèÿò è

êðàé ïàäíàë îò âèñî÷èíà 2
3
L sin θ0.

(â) Ïîêàæåòå, ÷å ïîñëåäâàëîòî äâèæåíèå ìîæå äà ñå èçðàçè â êâàäðàòóðè (òî-

åñò, ÿâíè èíòåãðàëè).

(ã) Íàìåðåòå èçðàç çà âðåìåòî (θ0) êîåòî å íóæíî íà ñòúëáàòà äà ïàäíå íà ïîäà.

Èíòåãðèðàéòå ÷èñëåíî òîçè èçðàç è íàðèñóâàéòå T êàòî ôóíêöèÿ íà θ0.

(ä) Ñëåä äúëãî âðåìå, êàêâà å õîðèçîíòàëíàòà ñêîðîñò íà ñòúëáàòà?

(å) Îïèøåòå êà÷åñòâåíî (ñ äóìè) äâèæåíèåòî íà ñòúëáàòà ñëåä êàòî òÿ ïàäà

íà çåìÿòà.

Ðåøåíèå:

(à) Ùå èçáåðåì ìàëêî íåòðèâèàëíè êîîðäèíàòè - äåêàðòîâèòå êîîðäèíàòè íà öåí-

òúðà íà ìàñàòà íà ñòúëáàòà (x, y) è úãúëà θ, êîéòî òÿ ñêëþ÷âà ñúñ çåìÿòà.

Ëàãðàíæèàíúò òîãàâà å:

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) +

1

2
Iθ̇2 +mgy. (1.11)

Èìàìå äâå âðúçêè - åäíàòà íè çàäúëæàâà äà ñìå äîïðåíè äî ñòåíàòà à äðóãàòà

äà ñìå äîïðåíè äî ïîäà:

G1(x, y, θ) = x− 1

2
l cos θ = 0 (1.12)

G2(x, y, θ) = y − 1

2
l sin θ = 0. (1.13)

(á) Óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå ñà:

d

dt

(
∂L

∂q̇σ

)
− ∂L

∂qσ
=
∑
j

λj
∂Gj

∂qσ
. (1.14)

Òîåñò, èìàìå:

mẍ = λ1 = Qx (1.15)

mÿ +mg = λ2 = Qy (1.16)

Iθ̈ =
1

2
l(λ1 sin θ − λ2 cos θ) = Qθ. (1.17)
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Ðåøàâàìå âðúçêèòå çà äà åëèìèíèðàìå x, y â ïîëçà íà θ:

ẋ = −1
2
l sin θθ̇ ẍ = −1

2
l cos θθ̇2 − 1

2
l sin θθ̈

ẏ = 1
2
l cos θθ̇ ẍ = −1

2
l sin θθ̇2 + 1

2
l cos θθ̈

(1.18)

Âå÷å ìîæåì äà íàìåðèì ñèëàòà íà âðúçêèòå â òåðìèíè íà θ(t):

λ1 = −1

2
ml(sin θθ̈ + cos θθ̇2) (1.19)

λ2 = +
1

2
ml(cos θθ̈ − sin θθ̇2) +mg. (1.20)

Çàìåñòâàìå òåçè èçðàçè â óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå:

Iθ̈ = −I0θ̈ −
1

2
mgl cos θ

⇒ = (1 + α)θ̈ = −2ω2
0 cos θ, (1.21)

êúäåòî I0 = 1
4
ml2, α ≡ I/I0, ω0 =

√
g/l. Òîâà ìîæå äà áúäå äîáóòàíî äî ïúëíà

ïðîèçâîäíà êàòî óìíîæèì ñ θ̇, ñëåä êîåòî èíòåãðèðàíî çà äà ïîëó÷èì:

1

2
(1 + α)θ̇2 + 2ω2

0 sin θ = 2ω2
0 sin θ0, (1.22)

êîåòî å òâúðäåíèå çà çà ïðåîáðàçóâàíåòî íà åíåðãèÿòà â ñèñòåìàòà. Îò òóê:

θ̇2 =
4ω2

0(sin θ0 − sin θ

1 + α
(1.23)

θ̈ = −2ω2
0 cos θ

1 + α
(1.24)

Ñåãà ìîæåì äà ïîëó÷èì ôóíêöèèòå λ1,2(θ):

λ1(θ) = − mg

1 + α
(3 sin θ − 2 sin θ0) cos θ (1.25)

λ2 =
mg

1 + α
{(3 sin θ − 2 sin θ0) sin θ + α} . (1.26)

Çàäúëæàâàéêè λ1(θ) = 0, ïîëó÷àâàìå úãúëà íà îòäåëÿíå θ = θdet, êúäåòî:

sin θdet =
2

3
sin θ0. (1.27)

Îòáåëåæåòå ÷å λ2(θdet) = mgα(1 + α) > 0, òàêà ÷å íîðìàëíàòà ñèëà îò ïîäà å

âèíàãè ïîëîæèòåëíà çà θ > θdet. Âðåìåòî çà îòäåëÿíå å:

T1(θ0) =

∫
dθ

θ̇
=

√
1 + α

2ω0

∫ θdet

θdet

dθ√
sin θ0 − sin θ

. (1.28)

(â) Ñëåä îòäåëÿíåòî âå÷å íÿìàìå ïúðâàòà âðúçêà. Óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå ñà:

mẍ = 0 Çàïàçâàíå íà x-èìïóëñà (1.29)
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mÿ +mg = λ (1.30)

Iθ̈ = −1

2
lλ cos θ, (1.31)

çàåäíî ñ âðúçêàòà y = 1
2
l sin θ. Èçðàçÿâàéêè θ ÷ðåç y îò âðúçêàòà ïîëó÷àâàìå:

λ = mg − 1

2
ml sin θθ̇2 +

1

2
ml cos θθ̈. (1.32)

Çàìåñòâàéêè â òðåòîòî óðàâíåíèå:

Iθ̈ −−2I0ω
2
0 cos θ + I0 sin θ cos θθ̇2 − I0 cos2 θθ̈. (1.33)

Óìíîæàâàéêè ïî θ̇ îòíîâî ïîëó÷àâàìå ïúëíà ïðîèçâîäíà ïî âðåìåòî, êîåòî å

ñúùîòî êàòî äà îòêðèåì òîïëàòà âîäà ñúñ çàêîíà çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà:

E =
1

2
(I + I0 cos2 θ)θ̇2 + 2I0ω

2
0 sin θ. (1.34)

Èñêàìå äâèæåíèåòî äà å íåïðåêúñíàòî, êîåòî íè äàâà íà÷àëíè óñëîâèÿ çà òàçè

âòîðà ôàçà íà äâèæåíèåòî:

θ = arcsin(
2

3
sin θ0) (1.35)

θ̇ = −2ω0

√
sin θ0

3(1 + α)
. (1.36)

Îò òóê ïîëó÷àâàìå êðàñèâèÿò èçðàç:

E =
1

2
(I + I0 −

4

9
I0 sin2 θ0) ·

4ω2
0 sin θ0

3(1 + α)
+

1

3
mgl sin θ0

= 2I0ω
2
0 ·
{

1 +
4

27

sin2 θ0
1 + α

}
sin θ0. (1.37)

(ã) Âðåìåòî îò îòäåëÿíå äî ñáëúñúê ñúñ çåìÿòà å:

T2(θ0) =

∫
dθ

θ̇
=

1

2ω0

∫ θdet

0

dθ

√
1 + α cos2 θ

(1− 4
27

sin2 θ0
1+α

) sin θ0 − sin θ
. (1.38)

Òîãàâà ïúëíîòî âðåìå å T (θ0) = T1(θ0) + T2(θ0). Çà õîìîãåííî ïëúòíà ñòúëáà

I = 1
12
ml2 = 1

3
I0, òîåñò, α = 1

3
. Ãðàôèêà íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå å äàäåíà íà

Ôèãóðà (1).

(ä) Îò ìîìåíòà íà îòäåëÿíå äî áåçêðàéíîñò ïî âðåìåòî:

ẋ = −1

2
l sin θθ̇ =

√
4gl

27(1 + α)
sin3/2 θ0. (1.39)

(å) "Ñàìî ÷àñò îò íà÷àëíàòà ïîòåíöèàëíà åíåðãèÿ íà ñòúëáàòà ñå ïðåâðúùà â

êèíåòè÷íà åíåðãèÿ íà õîðèçîíòàëíî äâèæåíèå. Îñòàíàëàòà ÷àñò ñå ïðåâðú-

ùà â êèíåòè÷íà åíåðãèÿ íà âåðòèêàëíî äâèæåíèå è âúðòåíå. Óäðàðèòå íà

ñòúëáàòà â çåìÿòà ñà åëàñòè÷íè. Ñëåä óäàð, ñòúëáàòà îòíîâî ñå èçäèãà, è

ïðîäúëæàâà äà ñå èçäèãà è ïàäà ad in�nitum, äîêàòî ñå ïëúçãà ñ ïîñòîÿííà

õîðèçîíòàëíà ñêîðîñò."
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Ôèãóðà 1: ×èñëåíî èíòåãðèðàíå è ðèñóâàíå íà ãðàôèêà çà âðåìåòî çà ïàäàíå íà ïëúçãàùà

ñå ñòúëáà. Òóê ω0 = 1, α = 1/3, x = sin θ0. Èçïîëçâàíèÿò ñîôòóåð å Wolfram Mathematica

âåðñèÿ 12.1
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Êëàñè÷åñêà ìåõàíèêà - Öåíòðàëíè Ñèëè

(Îðáèòàëíà ìåõàíèêà)

Èâî Èëèåâ

1 Öåíòðàëåí ïîòåíöèàë

Íåêà ðàçãëåäàìå äâå ìàòåðèàëíè òî÷êè, âçàèìîäåéñòâàùè ñè ïîñðåäñòâîì ïîòåíöèàë

U(r1, r2) = U(|r1− r2|). Òàêúâ ïîòåíöèàë, çàâèñåù ñàìî îò îòíîñèòåëíîòî ðàçñòîÿíèå

ìåæäó ìàòåðèàëíèòå òî÷êè ñå íàðè÷à öåíòðàëåí. Ëàãðàíæèàíúò çà òàêàâà ñèñòåìà

å:

L = T − U =
1

2
m1ṙ

2
1 +

1

2
m2ṙ

2
2 − U (|r1 − r2|) (1.1)

Çíàåì, ÷å â ñèñòåìà öåíòúð íà ìàñèòå òàêàâà çàäà÷à ñå ðàçäåëÿ íà äâå íåçàâèñèìè

åäíî÷àñòè÷íè çàäà÷è. Íåêà îòáåëåæèì ðàäèóñ-âåêòîðà íà öåíòúðà íà ìàñèòå ñ R.

Òîãàâà:
R = m1r1+m2r2

m1+m2
r1 = R + m2

m1+m2
r

r = r1 − r2 r2 = R− m1

m1+m2
r

(1.2)

Òîãàâà ëàãðàíæèàíà äîáèâà âèäà:

L =
1

2
m1ṙ

2
1 +

1

2
m2ṙ

2
2 − U (|r1 − r2|)

=
1

2
MṘ

2
+

1

2
µṙ2 − U(r),

(1.3)

êúäåòî ñìå îòáåëÿçàëè:

M = m1 +m2 (ïúëíà ìàñà)

µ = m1m2

m1+m2
(ðåäóöèðàíà ìàñà) .

(1.4)

Âåäíàãà âèæäàìå, ÷å ∂L/∂R = 0, êîåòî äàâà Ṙd = 0, òîåñò:

R(t) = R(0) + Ṙ(0)t. (1.5)

Òîåñò, çàäà÷àòà çà öåíòúðà íà ìàñèòå å òðèâèàëíà - òîé ñå äâèæè ñ ïîñòîÿííà ñêîðîñò.
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2 Çàêîíè íà Êåïëåð è îùå íåùî

2.1 Çàïàçâàíå íà ìîìåíòà íà èìïóëñà

Çàáåëÿçâàìå, ÷å ` = r × p = µr × ṙ e êîíñòàíòà. Ñëåäîâàòåëíî, äâèæåíèåòî r(t)

å ðåñòðèêòèðàíî â ðàâíèíàòà, ïåðïåíäèêóëÿðíà íà `. Ùå å óäîáíî äà ïðåìèíåì â

ïîëÿðíè êîîðäèíàòè (r, φ). Ãîëåìèíàòà íà ` ùå å:

` = µr2φ̇ = 2µȦ, (2.1)

êúäåòî dA = 1
2
r2dφ å äèôåðåíöèàëíàòà ïëîù çàìåòåíà ïðè äâèæåíèåòî. Îò òóê ìî-

æåì äà ñúäèì ÷å îòíîñèòåëíèòå ðàäèóñ-âåêòîðè çà öåíòðàëíà çàäà÷à çàìèòàò

ðàâíè ïëîùè çà ðàâíî âðåìå. Òîâà å èçâåñòíî êàòî âòîðè çàêîí íà Êåïëåð. Àêî ñè

ìèñëèì çà îðáèòè íà ïëàíåòè, òî êîëêîòî å ïî-äàëå÷ ïëàíåòàòà îò Ñëúíöåòî (îòíî-

ñèòåëíèÿ ðàäèóñ âåêòîð ñ ïî-ãîëÿìà äúëæèíà), òîëêîâà ïî-áàâíî òÿ ùå ñå äâèæè.

Ïîíÿêîãà ñå èçïîëçâà òåðìèíúò "ïëîùíà ñêîðîñò".

2.2 Çàïàçâàíå íà Åíåðãèÿòà

Óðàâíåíèåòî çà äâèæåíèå ïî r å:

d

dt

(
∂L

∂ṙ

)
=
∂L

∂r
⇒ µr̈ = −∂U

∂r
(2.2)

Íåêà ãî óìíîæèì ñêàëàðíî ïî ṙ. Èìàìå:

0 = µr̈ · ṙ +
∂U

∂r
· ṙ

=
d

dt

{
1

2
µṙ2 + U(r)

}
=
dE

dt

(2.3)

Òîåñò, ïðèíîñà êúì åíåðãèÿòà îò êîîðäèíàòà r ñå çàïàçâà. Ðàçáèðà ñå, ïúëíàòà åíåð-

ãèÿ íà ñèñòåìàòà å Etot = E+ 1
2
MṘ2. Òúé êàòî ` ñå çàïàçâà è r·` = 0, öÿëîòî äâèæåíèå

å îãðàíè÷åíî âúðõó ðàâíèíà, ïåðïåíäèêóëÿðíà íà `. Èçáèðàéêè êîîðäèíàòè â êîèòî

ẑ = ˆ̀, èìàìå:

E =
1

2
µṙ2 + U(r) =

1

2
µṙ2 +

`2

2µr2
+ U(r)

=
1

2
µṙ2 + Ueff(r)

(2.4)

Ueff(r) =
`2

2µr2
+ U(r). (2.5)

2.3 Èíòåãðèðàíå íà óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå

Èìàìå:
dE

dt
= 0⇒ µr̈ =

`2

µr3
− dU(r)

dr
= −dUeff(r)

dr
(2.6)
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Òðÿáâà äà îòáåëåæèì îáà÷å ÷å òîâà óðàâíåíèå ñå ñâåæäà äî óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä

êîãàòî íàëîæèì:

ṙ = ±
√

2

µ
(E − Ueff(r))⇒ dt = ±

√
µ
2
dr√

E − `2

2µr2
− U(r)

(2.7)

. Òîçè èçðàç íè äàâà t(r), òðÿáâà äà ãî îáúðíåì çà äà ïîëó÷èì r(t). Îòáåëåæåòå, ÷å

òóê âå÷å èçëèçà åäíà èíòåãðàöèîííà êîíñòàíòà, íåêà ÿ íàðå÷åì r0.

Âåäíúæ ùîì ñìå íàìåðèëè r(t) ìîæåì äà íàìåðèì φ(t) èçïîëçâàéêè çàïàçâàíåòî

íà `.

φ =
`

µr2
⇒ dφ =

`

µr2(t)
dt (2.8)

Òîâà íè äàâà φ(t) è äîáàâÿ îùå åäíà èíòåãðàöèîííà êîíñòàíòà, φ0.

Íåêà ñå çàìèñëèì çà áðîÿò êîíñòàíòè. Òúé êàòî ñìå îãðàíè÷åíè âúðõó ðàâíèíà

çàðàäè çàïàçâàíåòî íà ìîìåíòà íà èìïóëñà, âåêòîðà r èìà äâà êîìïîíåíòà - äâå

ñòåïåíè íà ñâîáîäà. Óðàâíåíèÿòà çà äâèæåíèå ñà îò âòîðè ðåä ïî âðåìåòî, êîåòî

âîäè äî 4 èíòåãðàöèîííè êîíñòàíòè. Íàèñòèíà èìàìå ÷åòèðè êîíñòàíòè - E, `, r0, φ0.

2.4 Óðàâíåíèå çà îðáèòàòà

Oò ` = µr2φ̇ ïîëó÷àâàìå
d

dt
=

`

µr2

d

dφ
, (2.9)

êîåòî âîäè äî
d2r

dφ2
− 2

r

(
dr

dφ

)2

=
µr4

`2
F (r) + r. (2.10)

Òóê ñ F (r) = −dU(r)/dr ñìå îòáåëÿçàëè ãîëåìèíàòà íà öåíòðàëíàòà ñèëà. Îòíîâî,

ìîæå äà èçïîëçâàìå çàïàçâàíåòî íà åíåðãèÿòà çà äà ñâàëèì ðåäà íà óðàâíåíèÿòà:

E =
1

2
µṙ2 + Ueff(r)

=
`2

2µr4

(
dr

dφ

)2

+ Ueff(r).

(2.11)

Òîåñò,

dφ = ± `√
2µ
· dr

r2
√
E − Ueff(r)

, (2.12)

êîåòî ìîæåì äà èíòåãðèðàìå çà äà ïîëó÷èì φ(r) è ñëåä òîâà äà îáúðíåì çà äà ïîëó-

÷èì r(φ). Îòáåëåæåòå, ÷å íè å íóæíî ñàìî åäíî èíòåãðèðàíå çà äà íàìåðèì ôîðìàòà

íà îðáèòàòà. Àêî èñêàìå äà íàìåðèì ïúëíîòî äâèæåíèå òðÿáâà îáà÷å äà èíòåãðèðàìå

äâà ïúòè - âåäíúæ çà r(t) è âåäíúæ çà φ(t).

Ïîíÿêîãà å óäîáíî äà çàïèøåì óðàâíåíèÿòà â òåðìèíè íà s = 1/r:

d2s

dφ2
+ s = − µ

`2s2
F
(
s−1
)
. (2.13)
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2.4.1 Ëîãàðèòìè÷íà ñïèðàëà

Íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å îðáèòàòà íè å ëîãàðèòìè÷íà ñïèðàëà r(φ) = keαφ. Êàêâà å

ñèëàòà? Îòãîâîðúò å ëåñåí - íåêà èçïîëçâàìå (2.10), íàáóòâàéêè s′′(φ) = α2s â íåãî.

Ïðåñìÿòàìå,

F
(
s−1
)

= −
(
1 + α2

) `2

µ
s3 ⇒ F (r) = −C

r3
, (2.14)

êúäåòî

α2 =
µC

`2
− 1 (2.15)

Îáùîòî ðåøåíèå çà s(φ) çà òàêàâà ñèëà å:

s(φ) =


A cosh(αφ) +B sinh(−αφ) if `2 > µC

A′ cosh(|α|φ) +B′ sin(|α|φ) if `2 < µC

(2.16)

Ëîãàðèòìè÷íàòà ñïèðàëà å ñïåöèàëåí ñëó÷àé íà ïúðâèÿ âèä îðáèòà.

2.5 Ïî÷òè êðúãîâè îðáèòè

Åäíà êðúãîâà îðáèòà ñ óðàâíåíèå r(t) = r0 óäîâîëåòâîðÿâà r̈(t) = 0, êîåòî îçíà÷àâà,

÷å U ′eff(r0) = 0, êîåòî ïúê îçíà÷àâà, ÷å F (r0) = −`2/µr3
0. Òîâà å âèíàãè îòðèöàòåëíî,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å êðúãîâà îðáèòà å âúçìîæíà ñàìî àêî ñèëàòà å ñèëà íà ïðèâëè÷àíå

(ïîíå íà íÿêàêâî ðàçñòîÿíèå). Òúé êàòî ïðîèçâîäíàòà íà r ñúùî å íóëà, òðÿáâà äà å

âÿðíî, ÷å E = Ueff(r0).

Íåêà äåôèíèðàìå "ïî÷òè-êðúãîâà" îðáèòà, êàòî îðáèòà ñ óðàâíåíèå r(t) = r0 +

η(t), êúäåòî |η/r0| << 1. Ðàçâèâàéêè â ðåä ïî ìàëêèÿ ïàðàìåòúð η, ïîëó÷àâàìå:

d2η

dt2
= −ω2η , ω2 =

1

µ
U ′′eff(r0). (2.17)

Àêî ω2 > 0, êðúãîâàòà îðáèòà å ñòàáèëíà è ïåðòóðáàöèèòå îñöèëèðàò õàðìîíè÷íî.

Àêî ω2 < 0, êðúãîâàòà îðáèòà å íåñòàáèëíà è ïåðòóðáàöèèòå ðàñòàò åêñïîíåöèàëíî.

Çà äà íàìåðèì ãåîìåòðè÷íàòà ôîðìà íà ïåðòóðáèðàíàòà îðáèòà, íåêà çàïèøåì r =

r0 + η. Îò (2.10) ïîëó÷àâàìå:

d2η

dφ2
=

(
µr4

0

l2
F ′(r0)− 3

)
η = −β2η, (2.18)

êúäåòî

β2 = 3 +
d lnF (r)

d ln r

∣∣∣∣∣
ro

(2.19)

Âÿðâàéòå ìè, ÷å ðåøåíèåòî å

η(φ) = η0 cos β(φ− δ0), (2.20)

êúäåòî η0 è δ0 ñà íà÷àëíè óñëîâèÿ. Íàëàãàéêè η = η0, ïîëó÷àâàìå ñòîéíîñòè çà φ.

φn = δ0 +
2πn

β
, (2.21)
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çà êîèòî η(φ) å â ëîêàëåí ìàêñèìóì, òîåñò àïîàïñèñ, êúäåòî r = r0 + η0. Íàëàãàéêè

r = r0 − η0, òî èìàìå òî÷êà íà íàé-ãîëÿìî ïðèáëèæåíèå, òîåñò ïåðèàïñèñ. Âèæäàìå,

÷å ïîëó÷àâàì ïîäîáíî ìíîæåñòâî îò úãëè, íî èçìåñòåíè ñ π. Ðàçëèêàòà

∆φ = φn+1 − φn − 2π = 2π(β−1 − 1), (2.22)

å ñòîéíîñòòà ñ êîÿòî àïñèäèòå (àïîàïñèñà è ïåðèàïñèñà) ïðåöåñèðàò íà âñåêè öèêúë.

Àêî β > 1, àïñèäèòå èçáúðçâàò, òîåñò èìàìå ïî-ìàëêî îò öÿëà îáèêîëêà δφ = 2π

ìåæäó ïîñëåäîâàòåëíè ïåðèàïñèñè. Àêî β < 1, òî àïñèäèòå çàêúñíÿâàò è èìàìå

ïîâå÷å îò öÿëà îáèêîëêà ìåæäó ïîñëåäîâàòåëíè ïåðèàïñèñè. Íà (2.10) å ïîêàçàí

ñëó÷àé ñ β = 1.1. Îòáåëåæåòå, ÷å àêî β = p/q, ðàöèîíàëíî ÷èñëî, òî îðáèòàòà å

çàòâîðåíà, òîåñò òÿ ñëåä âðåìå çàïî÷âà äà ñå ïîâòàðÿ, íà âñåêè q îáèêîëêè. Àêî

îáà÷å β e èðàöèîíàëíî ÷èñëî, îðáèòàòà íèêîãà íå ñå çàòâàðÿ.

Ôèãóðà 1: Ïðåöåñèÿ íà ãåîìåòðè÷íà îðáèòå r(φ) = r0/(1−ε cosβφ), çà β = 1.1. Ïåðèàïñèñúò

è àïîàïñèñúò èçáúðçâàò ñ ∆φ = 2π(1− β−1) íà âñåêè öèêúë

2.5.1 Ðåøèì ìîäåë

Íåêà äàäåì åäèí òî÷íî ðåøèì ïðèìåð. Íåêà F (r) = −kr−α. Ðåøàâàéêè çà êðúãîâà

îðáèòà, ïîëó÷àâàìå:

U ′eff =
k

rα
− `2

µr3
= 0, (2.23)

êîÿòî èìà ðåøåíèå ñàìî çà k > 0, îòãîâàðÿùî íà ïîòåíöèàë íà ïðèâëè÷àíå. Íàìè-

ðàìå:

r0 =

(
`2

µk

)1/(3−α)

, (2.24)

è β2 = 3−α. Ôîðìàòà íà ïåðòóðáèðàíèòå îðáèòè ñëåäâà îò η′′ = −β2η. Ìîæåì äà ñú-

äèì, ÷å âúïðåêè ÷å êðúãîâè îðáèòè ñúùåñòâóâàò êîãàòî k > 0, ìàëêèòå ïåðòóðáàöèè

îêîëî òåçè îðáèòè ñà ñòàáèëíè ñàìî êîãàòî β2 > 0, òîåñò, êîãàòî α < 3. Â òîçè ñëó÷àé
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η(φ) = A cos β(φ − φ0). Ïåðòóðáèðàíè îðáèòè ñà çàòâîðåíè (ïîíå äî ïúðâè ïîðÿäúê

ïî η), çà α = 3− (p/q)2, òîåñò çà β = p/q.

2.6 Ïðåöåñèÿ â ðåøèì ìîäåë

Íåêà çàïî÷íåì ñ îòãîâîðà è ðàáîòèì íàîáðàòíî. Èìàìå ãåîìåòðè÷íàòà îðáèòà

r(φ) =
r0

1− ε cos βφ
. (2.25)

Èíòåðåñóâàò íè îãðàíè÷åíè îðáèòè, çà êîèòî 0 ≤ ε ≤ 1 (îòíîâî ãëåäàìå (2.10). Êàêâè

ïîòåíöèàëè âîäÿò äî òàêèâà îðáèòè? Çàïèñâàéêè s = 1/r, èìàìå:

s(φ) = s0(1− ε cos βφ). (2.26)

Çàìåñòâàéêè îòíîâî â ëþáèìîòî íè óðàâíåíèå (2.10), ïîëó÷àâàìå (ñëåä ìàëêî ñìåòêè)

− µ

`2s2
F (s−1) =

d2s

dφ2
+ s

= β2s0ε cos βφ+ s

= (1− β2)s+ β2s0, (2.27)

îò êîåòî çàêëþ÷âàìå ÷å

F (r) = − k
r2

+
C

r3
, (2.28)

ñúñ

k = β2s0
`2

µ
, C = (β2 − 1)

`2

µ
. (2.29)

Ñúîòâåòíèÿ ïîòåíöèàë å

U(r) = −k
r

+
C

2r2
+ U∞, (2.30)

êúäåòî U∞ å ïðîèçâîëíà êîíñòàíòà, êîÿòî ìîæåì äà ñëîæèì íóëà. Ñëàãàìå ÿ íóëà.

Àêî µ è C ñà äàäåíè, èìàìå:

r0 =
`2

µk
+
C

k
, β =

√
1 +

µC

`2
. (2.31)

Êîãàòî C = 0, ðàçãëåæäàíåòî ñå ñâåæäà äî êåïëåðîâàòà çàäà÷à. Îòáåëåæåòå, ÷å ïðè

`2 + µC < 0, åôåêòèâíèÿò ïîòåíöèàë íàðàñòâà ìîíîòîííî êàòî ôóíêöèÿ íà êîîð-

äèíàòàòà r. Â òîçè ñëó÷àé, áàðèåðàòà íà ìîìåíòúò íà èìïóëñà áèâà ïðåîäîëÿíà îò

(ïðèâëè÷àùàòà, C < 0) ÷àñò íà ïîòåíöèàëà ïðîïîðöèîíàëíà íà 1/r2. Â òîçè ñëó÷àé

îðáèòàòà ïðåìèíàâà ïðåç öåíòúðà íà ñèëàòà. Ïîëåçíî å äà ñå îïèòàòå äà èçêàðàòå

ïúëíàòà åíåðãèÿ çà îðáèòàòà:

E = (ε2 − 1)
µk2

2(`2 + µC
⇐⇒ ε2 = 1 +

2E(`2 + µC

µk2
. (2.32)
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3 Êåïëåðîâàòà çàäà÷à U(r) = −kr−1

3.1 Ãåîìåòðè÷íà ôîðìà íà îðáèòèòå

Ñèëàòà å F = −kr−2, òîåñò óðàâíåíèåòî çà ãåîìåòðè÷íàòà ôîðìà íà îðáèòàòà å

d2s

dφ2
= − µ

`2s2
F (s−1) =

µk

`2
. (3.1)

Íàé-îáùîòî ðåøåíèå ñå äàâà îò:

s(φ) = s0 − C cos(φ− φ0), (3.2)

êúäåòî, êàêòî ìîæåòå äà ñå äîñåòèòå, C è φ0 ñà êîíñòàíòè. Òîãàâà:

r(φ) =
r0

1− ε cos(φ− φ0)
, (3.3)

êúäåòî r0 = `2/µk è ñìå âúâåëè íîâà êîíñòàíòà ε ≡ Cr0.

3.2 Âåêòîð íà Ëàïëàñ-Ðóíãå-Ëåíö

Íåêà ðàçãëåäàìå âåêòîðà

A = p× `− µkr̂, (3.4)

êúäåòî r̂ e åäèíè÷åí âåêòîð ïî ïîñîêà íà r. Ïðåïîðú÷âàì âè äà ñè ïîèãðàåòå è äà

ïîêàæåòå:
dA

dt
= 0 (3.5)

Òîåñò, A å çàïàçâàù ñå âåêòîð, êîéòî î÷åâèäíî ëåæè â ðàâíèíàòà íà äâèæåíèå. A

ñî÷è êúì ïåðèàïñèñà. Íåêà ïðåäïîëîæèì àïîàïñèñ ïðè φ = φ0. Ñëåäîâàòåëíî

A · r = −Ar cos(φ− φ0) = `2 − µkr, (3.6)

êîåòî äàâà

r(φ) =
`2

µk − A cos(φ− φ0)
=

a(1− ε2

1− ε cos(φ− φ0)
, (3.7)

êúäåòî

ε =
A

µk
, a(1− ε2) =

`2

µk
. (3.8)

Òîãàâà îðáèòàòà å êîíè÷íî ñå÷åíèå ñ åêñöåíòðèöèòåò ε. Âäèãàéêè íà êâàäðàò, ïîëó-

÷àâàìå (ñëåä ìàëêî òðèâèàëíè ñìåòêè):

A2 = 2µ`2

(
E +

µk2

2`2

)
. (3.9)

Ôèíàëíî ïîëó÷èõìå:

a = − k

2E
, ε2 = 1 +

2E`2

µk2
. (3.10)

Ñúùåñòâóâàò 4 òèïà êîíè÷íè ñå÷åíèÿ:
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� Êðúã - ε = 0, E = −µk2/2`2, ðàäèóñ a = `2/µk. Ñèëàòà ñî÷è êúì öåíòúðà íà

îêðúæíîñòòà

� Åëèïñà - 0 < ε < 1,−µk2/2`2 < E < 0, ãîëÿìà ïîëóîñ a = −k/2E, ìàëêà ïîëóîñ
b = a

√
1− ε2. Öåíòúðà íà ñèëàòà å â åäèíèÿ ôîêóñ íà åëèïñàòà.

� Ïàðàáîëà: ε = 1, E = 0, ñèëàòà ñî÷è êúì ôîêóñà.

� Õèïåðáîëà: ε > 1, E > 0, ñèëàòà ñî÷è êúì áëèçêèÿ ôîêóñ (àêî å ïðèâëè÷àíå)

èëè êúì äàëå÷íèÿ (àêî å îòáëúñêâàíå).

Çà äà ñå óâåðèì, ÷å êåïëåðîâèòå îðáèòè ñà íàèñòèíà êîíè÷íè ñå÷åíèÿ, íåêà ðàçãëå-

äàìå åëèïñàòà äàäåíà íà (2). Îò êîñèíóñîâà òåîðåìà äàâà

ρ2 = r2 + 4f 2 − 4rf cosφ, (3.11)

êúäåòî f = ε å ôîêàëíîòî ðàçñòîÿíèå. Çíàåì, ÷å çà âñÿêà òî÷êà îò åëèïñàòà, ñáîðúò

îò ðàçñòîÿíèÿòà äî ëåâèÿ è äåñíèÿ ôîêóñ å êîíñòàíòà, è àêî âçåìåì φ = 0 âèæäàìå,

÷å òàçè êîíñòàíòà å 2a. Òîãàâà ρ = 2a− r, è

(2a− r)2 = 4a2 − 4ar + r2 = r2 + 4ε2a2 − 4εr cosφ⇒ r(1− ε cosφ) = a(1− ε2). (3.12)

Îò êîåòî ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å

Ôèãóðà 2: Åëèïòè÷íà îðáèòà

r0 =
`2

µk
= a(1− ε2). (3.13)

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå åíåðãèÿòà:

E =
1

2
µṙ2 + Ueff(r)

=
1

2
µ

(
`

µr2

dr

dφ

)2

+
`2

2µr2
− k

r
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=
`2

2µ

(
ds

dφ

)2

+
`2

2µ
s2 − ks, (3.14)

êúäåòî

s =
1

r
=
µk

`2
(1− ε cosφ) . (3.15)

Òîãàâà
ds

dφ
=
µk

`2
ε sinφ, (3.16)

è (
ds

dφ

)2

=
µ2k2

`4
ε2 sin2 φ

=
µ2k2ε2

`4
−
(
µk

`2
− s
)2

= −s2 +
2µk

`2
s+

µ2k2

`4
(ε2 − 1). (3.17)

Çàìåñòâàéêè â èçðàçà çà åíåðãèÿòà, ïîëó÷àâàìå

E =
µk2

2`2
(ε2 − 1). (3.18)

Çà õèïåðáîëè÷íà îðáèòà, èìàìå r− ρ = ∓2a, â çàâèñèìîñò îò òîâà äàëè ñìå â ðåæèì

íà ïðèâëè÷àíå èëè îòáëúñêâàíå. Èìàìå

(r ± 2a)2 = 4a2 ± 4ar + r2 = r2 + 4ε2a2 − 4εr cosφ

⇒ r(±1 + ε cosφ) = a(ε2 − 1). (3.19)

È òàêà ñòèãàìå ôèíàëíî äî âðúçêàòà ìåæäó r è φ:

r(φ) =
a(ε2 − 1)

±1 + ε cosφ
. (3.20)

Toâà å óðàâíåíèå íà êîíè÷íî ñå÷åíèå. Òîåñò, íàèñòèíà, ðåøåíèÿòà íà çàäà÷àòà íà

Êåïëåð çà äâå òåëà ñà êîíè÷íè ñå÷åíèÿ.

Â ñëåäâàùèÿ ôàéë ùå êà÷à îùå ìàëêî èíôîðìàöèÿ çà çàäà÷àòà íà Êåïëåð è ùå

ñìåòíåì íÿêàêâè êîíêðåòíè çàäà÷è.
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Êëàñè÷åñêà ìåõàíèêà - Öåíòðàëíè Ñèëè

(Îðáèòàëíà ìåõàíèêà) 2

Èâî Èëèåâ

1 Êåïëåðîâà çàäà÷à - ïðîäúëæåíèå

1.1 Ïåðèîä íà îãðàíè÷åíè êåïëåðîâè îðáèòè

Oò ` = mr2φ̇ = 2µȦ, ñëåäâà, ÷å ïåðèîäúò å τ = 2µA/`, êúäåòî A = πa2
√

1− ε2 e

ïëîùòà çàãðàäåíà îò îðáèòàòà. Òîâà íè äàâà:

τ = 2π

(
µa3

k

)1/2

= 2π

(
a3

GM

)1/2

(1.1)

è ñúùî
a3

τ 2
=
GM

4π2
, (1.2)

êúäåòî k = Gm1m2 è M = m1 +m2 å ïúëíàòà ìàñà. Çà ïëàíåòàðíè îðáèòè, m1 = M�

å ìàñàòà íà Ñëúíöåòî è m2 = mp å ìàñàòà íà ïëàíåòàòà. Òîãàâà

a3

τ 2
=

(
1 +

mp

M�

)
GM�

4π2
≈ GM�

4π2
. (1.3)

Çà ïëàíåòàðíè ìàñè òàçè àïðîêñèìàöèÿ å âàëèäíà, òîåñò ïëàíåòàðíèòå îðáèòè îêîëî

Ñëúíöåòî íå çàâèñÿò îò ìàñàòà íà ïëàíåòàòà â ìíîãî äîáðî ïðèáëèæåíèå (äîðè è çà

Þïèòåð mp/M� = 10−3. Î÷åâèäíî, òàçè ñìåòêà âàæè è çà ñàòåëèòè îêîëî Çåìÿòà

èëè çà âñÿêà ñèñòåìà â êîÿòî ìàñèòå ñà ñ äîñòàòú÷íà ðàçëèêà.

1.2 (Âòîðà) Êîñìè÷åñêà Ñêîðîñò

Ïðàãúò çà èçáÿãâàíå îò ãðàâèòàöèîíåí ïîòåíöèàë ñå ñëó÷âà ïðè E = 0. Òúé êàòî

E = T + U ñå çàïàçâà, ìîæåì äà îïðåäåëèì âòîðàòà êîñìè÷åñêà ñêîðîñò çà òÿëî íà

ðàçñòîÿíèå r îò öåíòúðà íà ìàñèòå êàòî ïîëîæèì:

E = 0 =
1

2
µv2esc(t)−

GMm

r
⇒ vesc(r) =

√
2G(M +m)

r
. (1.4)

Êàêòî êîìåíòèðàõìå â ïúðâîòî óïðàæåíèå, çà îáåêò ñòîÿù âúðõó ïîâúðõíîñòòà íà

Çåìÿòà vesc = 11.2km/s
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1.3 Ñàòåëèòè è êîñìè÷åñêè êîðàáè

Ñàòåëèò â êðúãîâà îðáèòà íà ðàçñòîÿíèå h íàä çåìíàòà ïîâúðõíîñò èìà îðáèòàëåí

ïåðèîä

τ =
2π√
GME

(RE + h)3/2, (1.5)

êúäåòî ñìå âçåëè msatellite << ME. Çà íèñêà çåìíà îðáèòà (low Earth orbit - LEO),

h << RE = 6.37× 106m, òîåñò τLEO = 2π
√
RE/g = 1.4 ÷àñà.

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå ñàòåëèò íà åëèïòè÷íà îðáèòà, ÷èèòî íàé-áëèçêà òî÷êà äî Çå-

ìÿòà (ïåðèãåé) å 200 êèëîìåòðà íàä çåìíàòà ïîâúðõíîñò è ÷èèòî íàé-äàëå÷íà òî÷êà

äî Çåìÿòà (àïîãåé) å íà 7200 êèëîìåòðà îò çåìíàòà ïîâúðõíîñò. Êàêúâ å îðáèòàëíèÿ

ïåðèîä íà òîçè ñàòåëèò? Íåêà ïîãëåäíåì ôèãóðà 2 îò ìèíàëèÿò ôàéë (òàçè íà êîÿòî

å íàðèñóâàíà åëèïñàòà). Îò òàì å ÿñíî, ÷å

dapogee = RE + 7200km = 13571km

dperigee = RE + 200km = 6971km

a =
1

2
(dapogee + dperigee) = 10071km.

Òîãàâà èìàìå:

τ =

(
a

RE

)3/2

· τLEO ≈ 2.65 ÷àñà. (1.6)

Êàêâî ñå ñëó÷âà, êîãàòî åäèí êîñìè÷åñêè êîðàá â îðáèòà ñè âêëþ÷è äâèãàòåëèòå?

Î÷åâèäíî, åíåðãèÿòà è ìîìåíòà íà èìïóëñà íà îðáèòàòà áèõà ñå ïðîìåíèëè, êîåòî

îçíà÷àâà, ÷å è ôîðìàòà è áè ñå ïðîìåíèëà. Àêî äâèãàòåëèòå áúäàò âêëþ÷åíè ïî

ïîñîêà íà äâèæåíèå â ïåðèãåé, òî ñàìèÿò ïåðèãåé îñòàâà íåïðîìåíåí, òúé êàòî v·r = 0

îñòàâà íåïðîìåíåíî â òàçè òî÷êà. Åíåðãèÿòà îáà÷å ñå èçìåíÿ, òîåñò åêñöåíòðèöèòåòúò

ε =
√

1 + 2E`2

µk2
ñå óâåëè÷àâà. Òîâà å íàé-åôèêàñíèÿò íà÷èí íà ïðåìåñòâàíå íà ñàòåëèò

íà îðáèòà ñ ïî-âèñîê åêñöåíòðèöèòåò.

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå êàêâî ñòàâà ñúñ ñàòåëèò â LOE, êîãàòî òîé çàïî÷íå äà ãóáè

åíåðãèÿ çàðàäè òðèåíå. Â ïúðâèòå ìîìåíòè, òúé êàòî ñèëàòà íà òðèåíå å ìàëêà è

àòìîñôåðàòà å èçîòðîïíà, îðáèòàòà ùå îñòàíå êðúãîâà. Òúé êàòî îáà÷å E íàìàëÿâà,

òî < T >= −E òðÿáâà äà ñå óâåëè÷àâà, òîåñò, ñèëàòà íà òðèåíå êàðà êîñìè÷åñêèÿò

àïàðàò äà ñå çàáúðçà! Òîçè åôåêò îáèêíîâåííî ñå íàðè÷à "satellite drag paradox"

çàðàäè íåèíòóèòèâíèÿ ñè õàðàêòåð.

1.4 Ïðèìåðè

Çàäà÷à 1 Ñàòåëèò ñå äâèæå ïî åëèïòè÷íà îðáèòà. Â ñâîÿ ïåðèãåé, òîé ïîëó÷àâà

èìïóëñ ∆p = p0r̂. Îïèøåòå êàêâî ñå ñëó÷âà.

Òúé êàòî èìïóëñúò å ðàäèàëåí, ìîìåíòúò íà èìïóëñà ñå çàïàçâà. Åíåðãèÿòà îáà÷å ñå

èçìåíÿ ñúñ ∆E = p20/2µ. Òîãàâà

ε2f = 1 +
2Ef`

2

k2
= ε2i +

(
`p0
µk

)2

(1.7)
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Ôèãóðà 1

Ìîæåì äà îïðåäåëèì ãîëÿìòà ïîëóîñ íà íîâòà îðáèòà:

af =
`2/µk

1− ε2f
= ai · .

1− ε2i
1− ε2f

(1.8)

=
ai

1− (aip20/µk)
(1.9)

Íî îðáèòàòà îòíîâî òðÿáâà äà å åëèïñà, òîåñò

rf (φ) =
`2

µk
· 1

1− εf cos(φ+ δ)
(1.10)

Ñ δ ñìå îòáåëÿçàëè èçìåíåíèåòî âúâ ôàçàòà ïî îðáèòàòà. Çà äà ãî îïðåäåëèì, íåêà

ðàçãëåäàìå íàëîæèì:

ri(π) = rf (π) =
`

µk
· 1

1 + εi
(1.11)

Ðåøàâàéêè çà δ ïîëó÷àâàìå:

δ = cos−1(εi/εf ). (1.12)

Òîåñò, ôèíàëíî, íîâàòà îðáèòà èìà óðàâíåíèå:

rf (φ) =
`2

µk
· 1

1− εf cos
(
φ+ cos−1

(
εi
εf

)) (1.13)

Ñõåìàòè÷íî, ðåçóëòàòúò å ïðåäñòàâåí íà ãðàôèêà (1)

Çàäà÷à 2 Êîå å ïî-åíåðãèéíî åôåêòèâíî - äà èçïðàùàìå ÿäðåí îòïàäúê èçâúí ñëúí-

÷åâàòà ñèñòåìà èëè äà ãî èçïðàùàìå âúâ Ñëúíöåòî?
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Ðåøåíèå: Ñêîðîñòòà íóæíà çà íàïóñêàíå íà ñëúí÷åâàòà ñèñòåìà å vesc,�(r) =
√
GM�/r.

Íà ðàçñòîÿíèå aE, èìàìå vesc,�(aE) =
√

2vE, êúäåòî vE =
√
GM�/aE = 2πaE/τE =

29.9km/s å ñêîðîñòòà íà çåìÿòà ïî íåéíàòà îðáèòà. ßñíî å, ÷å ùå íè å íàé-èçãîäíî

äà èçñòðåëÿìå áîêëóêà ïî ïîñîêà íà äâèæåíèåòî íà Çåìÿòà. Â òîçè ñëó÷àé ñêîðîñòòà

ñëåä íàïóñêàíå íà Çåìÿòà å:

u = (
√

2− 1)vE = 12.4km/s (1.14)

Ñêîðîñòòà òî÷íî íàä çåìíàòà àòìîñôåðà òðÿáâà äà å ũ, êúäåòî:

1

2
mũ2 − GMEm

RE

=
1

2
mu2, (1.15)

ñ äðóãè äóìè

ũ2 = u2 + v2esc,E. (1.16)

×èñëåíî, ïîëó÷àâàìå ÷å ũ =16.7km/s

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå âòîðàòà îïöèÿ. Çà äà èçïðàòèì íåùî îò Çåìÿòà â Ñëúíöåòî,

òðÿáâà äà ãî ïîñòàâèì íà åëèïòè÷íà îðáèòà, ÷èèòî ïåðèõåëèé å ðàäèóñà íà Ñëúíöåòî

R� = 6.98 × 108m è ÷èèòî àôåëèé å aE. Èçïîëçâàìå óðàâíåíèåòî çà êåïëåðîâàòà

îðáèòà:

r(φ) =
`2/µk

1− cosφ
(1.17)

Òîåñò, òðÿáâà äà ðåøèì äâå óðàâíåíèÿ

r(φ = π) = R� =
1

1 + ε
· `

2

µk

r(φ = 0) = aE =
1

1− ε
· `

2

µk
(1.18)

Îòêúäåòî è íàìèðàìå:

ε =
aE −R�

aE +R�
= 0.991, (1.19)

êîåòî î÷åâèäíî å ñèëíî åñöåíòðè÷íà îðáèòà. Ïðîäúëæàâàìå íàòàòúê:

`2

µk
=

a2Ev
2

G(M� +m)
≈ aE ·

v2

v2E

= (1− ε)aE =
2aER�

aE +R�
(1.20)

Îòêúäåòî v2 = 2R�
aE+R�

v2E è íåîáõîäèìàòà ñêîðîñò èçìåðåíà ñïðÿìî Çåìÿòà å:

u =

(√
2R�

aE +R�
− 1

)
vE ≈ −0.904vE, (1.21)

òîåñò, u = −27.0km/s. Îáðàòíèÿò çíàê îçíà÷àâà, ÷å å íóæíî äà èçñòðåëÿìå ðàêåòàòà

ñ ÿäðåíèÿ îòïàäúê â îáðàòíà ïîñîêà íà òàçè íà äâèæåíèå íà Çåìÿòà ïî îðáèòàòà

è. Îò ũ2 = u2 + v2esc,E íàìèðàìå ũ = −29.2km/s, êîåòî å ïî-ãîëÿìà (ïî àáñîëþòíà

ñòîéíîñò) ñêîðîñò îò òàçè êîÿòî íè áåøå íóæíà â ïúðâèÿ ñëó÷àé. Òîåñò, ïî-åâòèíî å
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äà èçñòðåëâàìå ÿäðåí áîêëóê îòâúä ñëúí÷åâàòà ñèñòåìà îòêîëêîòî äà ãî õâúðëÿìå

âúâ Ñëúíöåòî. Îòíîøåíèåòî íà íóæíàòà åíåðãèÿ å ũ2I/ũ
2
II = 0.327.

Àêî íÿêîé å ëþáîïèòåí çà îùå çàäà÷è îò îðáèòàëíà ìåõàíèêà, ïðåïîðú÷âàì äà

ðàçãëåäàòå ó÷åáèêà Classical Mechanics - A Modern Perspective íà Barger è Olsson,

ãëàâà 5.4 è 5.5. Òàì ñà îïèñàíè òåîðåòè÷íè ìèñèèè äî âúíøíèòå ïëàíåòè â ñëúí÷åâàòà

ñèñòåìà, âêëþ÷èòåëíî òàêèâà, êîèòî èçïîçëâàò ãðàâèòàöèÿòà íà äðóãè ïëàíåòè êàòî

ãðàâèòàöèîííà ïðàøêà. Ñàìî íåäåéòå äà ãëåäàòå òâúðäå ìíîãî ó÷åáíèêà, ÷å íÿêîé

çàäà÷è êîèòî âè ïðàùàì ñà îò òàì. :D
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